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Re´sume´
Les distributions des masses a` l’inte´rieur de la Terre re´gissent la vitesse de rotation ter-
restre (e´quivalente a` la longueur du jour), ainsi que le comportement de l’axe de rotation
terrestre dans la Terre (mouvement du poˆle), et dans l’espace (pre´cession-nutation). Ces
distributions de masses peuvent eˆtre mesure´es depuis l’espace graˆce aux satellites artifi-
ciels, dont l’orbitographie donne acce`s a` la de´termination du champ de gravite´ terrestre.
Par conse´quent, les variations temporelles du champ de gravite´ peuvent eˆtre relie´es aux
variations des parame`tres d’orientation terrestre (via le tenseur d’inertie).
Des progre`s conside´rables ont e´te´ effectue´s ces dernie`res anne´es dans la mode´lisation
des effets des couches fluides (atmosphe`re et oce´ans). Et de nos jours, les mesures d’orien-
tation terrestre dans l’espace obtenues par Interfe´rome´trie a` tre`s Longue Base (VLBI) ont
une exactitude meilleure qu’une milliseconde de degre´. Ceci permet de progresser dans la
connaissance de la dynamique globale de la Terre. Ce travail de the`se a pour but d’uti-
liser la mesure du champ de gravite´ et de ses variations comme outil pour comple´ter la
mode´lisation de la rotation terrestre.
Dans une premie`re partie de la the`se, nous nous sommes attache´s a` e´tablir les liens
the´oriques entre les Parame`tres d’Orientation Terrestres (EOP) et les variations des co-
efficients du champ de gravite´ (Lambeck 1980, Gross 2000).
Dans une deuxie`me partie, nous avons aborde´ les nouvelles missions gravime´triques
CHAMP et GRACE. En vue de l’utilisation des mesures du satellite GRACE, d’une
grande pre´cision, nous avons effectue´ des comparaisons pre´cises de diffe´rentes me´thodes
nume´riques d’inte´gration d’orbite dans le logiciel GINS du GRGS (telles la me´thode de
Cowell, ge´ne´ralement utilise´e en orbitographie, et celle d’Encke). Nous avons e´galement
pre´sente´ la rede´termination du champ de gravite´ effectue´e au GRGS, graˆce aux mesures
des satellites Lageos I et Lageos II (satellites observe´s par te´le´me´trie laser), entre 1985
et 2004. Elle est base´e sur le champ statique EIGEN-GRACE qui permet de fixer les
coefficients de hauts degre´s afin de mieux de´terminer le degre´ deux. Sur la base de ces
se´ries temporelles de coefficients de degre´ 2 du champ de gravite´ terrestre, nous avons
teste´ l’utilisation de donne´es GRACE (coefficients zonaux de degre´s pair) en tant que
contraintes, afin d’essayer de mieux de´coreller les coefficients en cause.
Dans une troisie`me partie, nous avons utilise´ ces diffe´rentes se´ries temporelles a` notre
disposition, base´es sur l’e´tude de l’orbitographie de plusieurs satellites ge´ode´siques (ob-
serve´s par te´le´me´trie laser), afin d’en de´duire leur apport dans la de´termination des
parame`tres d’orientation terrestre (vitesse de rotation terrestre, mouvement du poˆle et
pre´cession-nutation).
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Nous avons e´tudie´ l’effet des variations de C20 sur les variations de la longueur du
jour et sur la pre´cession-nutation, puis l’effet des coefficients de Stokes C21 et S21 sur
l’excitation du mouvement du poˆle.
Nous avons en particulier e´value´ l’effet des variations temporelles de C20 de´termine´es
par ge´ode´sie spatiale sur la pre´cession-nutation, par l’interme´diaire de l’ellipticite´ dyna-
mique terrestre H. Ces effets ont e´te´ e´tudie´s the´oriquement par Williams (1994) et Ca-
pitaine et al. (2003) (pour la pre´cession), et par Souchay & Folgueira (1999) et Lambert
& Capitaine (2004) (pour la nutation). Nous en avons conclu que l’apport pe´riodique
principal e´tait duˆ aux variations de C20 cause´es par les mare´es terrestres solides (∼
100 µas). Cette e´tude nous a permis de proposer diffe´rents mode`les de contributions
a` la pre´cession-nutation, base´s sur les diffe´rents ajustements de se´ries ge´ode´siques de C20
(diffe´rents termes se´culaires, annuels et semi-annuels). Ce travail permet de contraindre
les mode`les de pre´cession de tre`s haute pre´cision (sur quelques sie`cles).
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Summary
The masses distributions inside the Earth govern the Earth rotation rate (or equiva-
lently, length of day), as well as the behaviour of the rotation axis in the Earth (polar
motion), and in space (precession-nutation). These distributions of masses can be measu-
red by space owing to artificial satellites, the orbitography of which provides the Earth
gravity field determination. Then, the temporal variations of the Earth gravity field can
be related to the variations of the Earth Orientation Parameters (EOP) (with the Inertia
Tensor).
In the last years, significant progresses have been made in the framework of the fluid
layers effects modelisation (atmosphere and oceans). And nowadays, the Earth orientation
measurements in space, obtained with Very Long Baseline Interferometry (VLBI), have
a precision better than the milliarcsecond level. We can then make progress in the know-
ledge of the Earth global dynamics. The goal of this thesis work is to use the Earth gravity
field measurements, as well as its variations, as a tool to complete the Earth orientation
modelisation.
In a first step of this thesis, we developed the theoretical links between the Earth
Orientation Parameters (EOP) and the temporal variations of the gravity field (Lambeck
1980, Gross 2000).
In a second step, we introduced the new gravimetric missions CHAMP and GRACE.
In order to use the GRACE measurements, which precision is very good, we investigated
precise comparisons between the various numerical methods (i.e. the Cowell and Encke
methods) for orbit integration, into the GRGS software (i.e. GINS). We also presented
the new series (of the Earth Gravity Field degree 2 coefficients) computed by the GRGS,
based on (i) Lageos I and II positioning (satellites observed with laser telemetry) from
1985 to 2004, and (ii) the implementation of the static gravity field EIGEN-GRACE. With
this latter, we can fix the higher degree Stokes coefficients, in order to better determine
the degree 2 ones. On this basis, we tested the use of some temporal variations gravity
field coefficients from GRACE (e.g. zonal and even coefficients) as constraints, in order
to better decorelate the Earth gravity field degree 2-coefficients that we need.
In a third part, we used these various temporal series based on the orbitography
of several geodetic satellites (observed with laser telemetry), in order to deduce their
usefulness for determining the Earth Orientation Parameters (speed of rotation, polar
motion and precession-nutation).
We studied the effect of the C20 variations on the length of day and precession-nutation,
and the effect of the C21 and S21 coefficients on the polar motion excitation.
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In particular, we have evaluated the effect of the C20 temporal variations, determined
by spage geodesy, onto the precession-nutation, with the Earth dynamical flattening H.
These effects have been theoretically studied by Williams (1994) and Capitaine et al.
(2003) (for the precession), and by Souchay & Folgueira (1999) and Lambert & Capitaine
(2004) for the nutation. We concluded that the major periodical contribution was due to
the C20 variations coming from the solid Earth tides (∼ 100 µas). This study allowed us
to propose various models for contributing to the precession-nutation, based on various
adjustments for the geodetic C20 variations series (various secular trends, annual and
semi-annual terms). This study can be useful to constraint the high precision precession
models (over a few centuries).
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Introduction
De la Rotation de la Terre
La connaissance de la rotation terrestre est primordiale pour des domaines tels que
l’astrome´trie, la ge´ode´sie spatiale, l’astrophysique, ou encore la ge´ophysique. Il est en effet
ne´cessaire soit de l’observer avec pre´cision, soit de s’en affranchir, soit de la mode´liser
au mieux afin par exemple de positionner les satellites artificiels en orbite autour de la
Terre. La rotation de la Terre peut eˆtre vue comme le passage du repe`re terrestre (dont
le troisie`me axe est l’axe des poˆles ge´ographique) au repe`re ce´leste. Elle pre´sente trois
caracte´ristiques : (i) la vitesse de rotation terrestre, et l’orientation de son axe de rotation
(ii) par rapport a` la Terre, puis (iii) par rapport a` l’espace.
Pour e´tudier la rotation terrestre, nous nous inte´ressons aux caracte´ristiques de ces
trois phe´nome`nes, que l’on nomme respectivement : (i) variation de vitesse de rotation
terrestre (ou bien encore variation de la dure´e du jour), (ii) mouvement du poˆle, et (iii)
pre´cession-nutation. En pratique ils sont mode´lise´s a` l’aide de cinq parame`tres (appele´s
parame`tres d’orientation terrestre ou EOP, Earth Orientation Parameters) qui sont res-
pectivement : (i) l’angle de rotation terrestre, (ii) les coordonne´es du poˆle de rotation
dans le repe`re terrestre (xp et yp), et les e´carts au poˆle ce´leste (dψ et dǫ, ou bien dX
et dY ). Ces parame`tres sont de´termine´s graˆce aux mesures de ge´ode´sie spatiale issues
des techniques d’Interfe´rome´trie a` tre`s longue base (VLBI, Very Long Baseline Interfe-
rometry), de positionnement global (GPS, Global Positionning System), de tirs laser sur
satellite (SLR, Satellite Laser Ranging) ou sur la Lune (LLR, Lunar Laser Ranging), ou
encore de la de´termination des orbites de satellites par positionnement Doppler (DORIS,
De´termination d’orbites et de Radiopositionnement Inte´gre´s par Satellites). Ces tech-
niques se re´fe´rent au Poˆle Ce´leste Interme´diaire (CIP, Celestial Intermediate Pole), qui
reste toujours proche de l’axe instantane´ de rotation (e´cart infe´rieur a` 1 m).
Du Champ de Gravite´ terrestre
Le champ de gravite´ terrestre caracte´rise l’ensemble des forces de gravitation de la
Terre. Sa connaissance est primordiale pour le suivi des satellites artificiels en orbite au-
tour de la Terre. Mais inversement, de´terminer avec pre´cision le positionnement de ces sa-
tellites artificiels nous permet d’ame´liorer les mode`les de champ de gravite´ de´termine´s par
ge´ode´sie spatiale. Il est mode´lise´ par des coefficients appele´s coefficients de Stokes (ou co-
efficients des harmoniques sphe´riques), qui sont de´termine´s par un ajustement nume´rique
des mode`les imple´mente´s (pour les e´quations du mouvement, le champ de gravite´ terrestre,
l’attraction lunisolaire et des autres plane`tes, la pression de radiation solaire, l’albe´do ou
encore les forces surfaciques) aux mesures fournissant la position de l’orbite du satellite
(mesures SLR, LLR, GPS, ou encore DORIS).
11
En pratique, plusieurs satellites artificiels avec des caracte´ristiques d’orbites diffe´rentes
sont ne´cessaires a` la de´termination d’un champ de gravite´ statique. De nos jours, la com-
binaison des donne´es de ces satellites permet de de´terminer des se´ries temporelles des co-
efficients du champ du gravite´. Ces variations temporelles apportent des informations sur
les redistributions de masses dans le syste`me terrestre global (Terre solide - Atmosphe`re
- Oce´ans - Hydrosphe`re), et ont ainsi des implications ge´ophysiques. Afin de de´terminer
ces coefficients tous les mois, il est ne´cessaire que les satellites utilise´s dans les traitements
y soient sensibles, et ceci de´pend de leurs e´le´ments orbitaux. Les satellites ge´ode´siques
Lageos I et Lageos II ont la forme de boules et sont situe´s en haute altitude, ils ne sont
donc pas beaucoup perturbe´s par les forces autres que la gravite´ terrestre. Ils permettent
par conse´quent en particulier de bien de´terminer les variations temporelles du coefficient
C20 de degre´ 2 et d’ordre 0 du champ de gravite´, qui caracte´rise l’aplatissement terrestre
aux poˆles.
Cadre de la the`se
Les e´carts au poˆle ce´leste (obtenus graˆce a` la technique VLBI) donnent les e´carts du
CIP par rapport a` sa position de´finie par un mode`le de pre´cession-nutation de re´fe´rence
(UAI 2000, Mathews et al. 2002 ; Re´solution B1.6 de l’UAI). Ce mode`le UAI 2000 est
tre`s pre´cis et donne les termes de nutation a` 200 µas pre`s. Les re´sidus obtenus correspon-
dant aux e´carts au poˆle ce´leste proviennent notamment d’effets du noyau terrestre non
mode´lise´s.
Par ailleurs, les techniques VLBI et GPS ont permis une ame´lioration des mesures des
variations de la vitesse de rotation terrestre ainsi que du mouvement du poˆle. Ces mesures
peuvent alors eˆtre confronte´es aux mode`les disponibles d’excitation de ces deux compo-
santes en particulier par les couches fluides atmosphe´rique et oce´anique. Des progre`s
conside´rables ont e´te´ effectue´s ces dernie`res anne´es dans la mode´lisation des effets des
couches fluides, graˆce aux divers centres de donne´es. Le GGFC de l’IERS (Global Geophy-
sical Fluid Center) met a` disposition ces mode`les de moments cine´tiques atmosphe´rique et
oce´anique, par l’interme´diaire des bureaux spe´ciaux de l’atmosphe`re (SBA) et de l’oce´an
(SBO) (Special Bureau for Atmosphere, Special Bureau for Oceans). Il s’ave`re que l’on
explique comme cela une grande partie des variations observe´es (90% de la variation de
la vitesse de rotation de la Terre est explique´e par l’effet des vents).
Par conse´quent, graˆce aux progre`s effectue´s dans la mode´lisation de la rotation de la
Terre, il est dore´navant possible de s’inte´resser aux effets re´siduels, pouvant provenir par
exemple de l’hydrologie ou d’effets non encore mode´lise´s.
Des satellites gravime´triques dote´s d’acce´le´rome`tres embarque´s, permettant de mesu-
rer les forces surfaciques en temps re´el, ont e´te´ lance´s en orbite basse autour de la Terre,
en 2000 et 2002 : CHAMP et GRACE, respectivement. Ils doivent permettre de mieux
de´terminer encore le champ de gravite´ (plus hauts degre´s et ordre dans le de´veloppement
en harmoniques sphe´riques). Le satellite GRACE, compose´ de deux satellites co-orbitaux,
est destine´ a` de´terminer les variations temporelles du champ de gravite´ graˆce a` une nou-
velle technique (mesure de distance inter-satellite), et ainsi permettre de mesurer notam-
ment les effets ge´ophysiques de plus petite e´chelle spatiale (re´solution de l’ordre de 100
km ; effets des courants oce´aniques, hydrologie, etc...).
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La ge´ode´sie spatiale permet donc de de´terminer le champ de gravite´ statique et variable
de la Terre dans sa globalite´, contrairement aux EOP qui sont relatifs au manteau de la
Terre seul (en fait, relatifs a` la crouˆte terrestre, conside´re´e comme solidaire du manteau).
Le but de ce travail de the`se est d’utiliser des donne´es de variations du champ de gravite´
(mode`le GRIM5 ; mode`le issu des donne´es de positionnement des satellites Lageos I et
Lageos II) afin d’e´valuer leur contribution a` la mode´lisation de la rotation de la Terre. Ce
travail est l’un des premiers dans ce domaine et pre´pare l’utilisation future de donne´es du
champ de gravite´ variable de´termine´es graˆce au satellite GRACE.
Plan de la the`se
Dans la premie`re partie de la the`se, nous nous attachons a` pre´senter les the´ories
cine´matiques et dynamiques de la rotation terrestre (Chapitre 1), ainsi que la mode´lisation
et la de´termination du champ de gravite´ statique et variable (Chapitre 2). Ces deux pre-
miers chapitres sont des rappels indispensables a` la suite de l’e´tude. Dans le Chapitre 3,
nous rappelons les relations entre les moments d’inertie de la Terre et les variations des
coefficients du champ de gravite´ de degre´ 2. Nous de´veloppons ainsi les e´quations reliant
les parame`tres d’orientation terrestres (dure´e du jour, mouvement du poˆle et pre´cession-
nutation) a` ce champ de gravite´ variable. Ce chapitre e´tabli la me´thodologie ne´cessaire a`
la troisie`me partie de la the`se, afin d’exploiter au mieux les donne´es de variations tempo-
relles du champ de gravite´ et e´valuer leur influence sur chacun des EOP.
La deuxie`me partie de la the`se est consacre´e a` la ge´ode´sie spatiale et a` la de´termination
du champ de gravite´ terrestre. Nous pre´sentons tout d’abord dans le Chapitre 5 les nou-
velles missions gravime´triques CHAMP et GRACE, ainsi que leurs buts et leurs perspec-
tives.
La mesure de distance inter-satellite des satellites GRACE e´tant tre`s pre´cise (de l’ordre
de 10 µm), nous testons et comparons dans le Chapitre 6 deux me´thodes d’inte´gration
nume´rique pour le calcul d’orbites, imple´mente´es dans le logiciel d’orbitographie du GRGS/
CNES. Dans l’optique de ne pas de´grader la bonne pre´cision des mesures des satellites
GRACE, nous e´tudions l’erreur nume´rique engendre´e par de telles me´thodes (elle ne doit
alors pas eˆtre supe´rieure au microme`tre).
Jusqu’a` pre´sent, nous disposions d’une se´rie temporelle de variations du coefficient C20
du champ de gravite´ pour nos e´tudes sur la rotation de la Terre (se´rie GRIM5). Cepen-
dant, elle n’est pas tout a` fait homoge`ne et pre´sente certains proble`mes d’aliasing dans les
phe´nome`nes pe´riodiques. Par conse´quent, sur la base des donne´es des satellites Lageos I
et II, une rede´termination du champ de gravite´ a e´te´ faite par le GRGS sur la pe´riode de
1985 a` nos jours (Biancale & Lemoine 2004), en se basant sur le champ statique EIGEN-
GRACE (de´termine´ graˆce a` des donne´es de GRACE et conside´re´ comme tre`s bon). Ce
dernier permet de fixer les coefficients de hauts degre´s afin de mieux de´terminer le degre´
deux. A partir de ces se´ries, nous e´valuons dans le Chapitre 7 l’apport de contraintes sur
les variations du champ de´termine´es graˆce a` GRACE (contraintes sur certains coefficients
J3, J4, etc...), dans la de´termination des variations temporelles de C20, C21, S21, C22 et S22.
Dans la troisie`me partie de la the`se, nous nous basons sur les se´ries temporelles du
GRGS pour e´valuer l’influence des variations temporelles des coefficients de degre´ 2 du
champ de gravite´ sur chacun des EOP. Le but est d’essayer de comple´ter la mode´lisation
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de la rotation de la Terre. Nous testons ici si la ge´ode´sie spatiale, et plus particulie`rement
le champ de gravite´ variable, peut apporter des e´le´ments de re´ponse. Dans le Chapitre 9,
nous comparons le ∆(LOD) (e´cart de la longueur du jour par rapport a` 86400 s du SI)
obtenu avec ∆C20 a` celui provenant des mesures astronomiques (GPS, par exemple). Dans
le Chapitre 10, nous utilisons les se´ries temporelles de C21 et S21 pour calculer l’excitation
du mouvement du poˆle correspondante. Nous la comparons a` l’excitation ge´ode´sique issue
des donne´es des composantes xp et yp du mouvement du poˆle (IERS). Dans le Chapitre
11, base´ sur l’article de Bourda & Capitaine (2004), nous introduisons les variations
se´culaires et pe´riodiques de J2 = −C20 dans les e´quations de la pre´cession-nutation, par
l’interme´diaire du parame`tre d’ellipticite´ dynamique H.
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Premie`re partie
Pre´sentation ge´ne´rale de la Rotation
et du Champ de gravite´ terrestres
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Chapitre 1
Rotation terrestre
1.1 Introduction
Le mouvement de rotation de la Terre aurait e´te´ initie´ lors de la formation de notre
plane`te par accre´tion de particules et poussie`res, il y a 4.6 milliards d’anne´es. Le phe´nome`ne
le plus connu agissant sur l’e´volution a` long terme de la rotation terrestre est le ralen-
tissement duˆ aux mare´es. En effet, la Lune exerce une attraction gravitationnelle sur la
Terre et cre´e ainsi le bourrelet e´quatorial terrestre. Du fait de la dissipation d’e´nergie a`
l’inte´rieur de la Terre, notre plane`te re´agit a` cette force avec un retard et le bourrelet ne se
forme qu’apre`s avoir croise´ la Lune. Il est donc en avance sur la re´volution lunaire. C’est
pourquoi la Lune exerce un couple me´canique sur le bourrelet e´quatorial terrestre et freine
ainsi la rotation de la Terre. D’autres phe´nome`nes entrent e´galement en jeu et modifient
la rotation terrestre, que ce soit par un changement de sa vitesse ou de la direction de
son axe de rotation. De ce fait, e´tudier la rotation de la Terre revient a` e´tudier 3 types
de variations (voir §1.5) :
• Le mouvement du poˆle de rotation terrestre dans la Terre ;
• Le mouvement de l’axe de rotation terrestre dans l’espace : la pre´cession est la
composante se´culaire de ce mouvement (∼1 cycle en 25800 ans) et la nutation en est sa
composante pe´riodique ;
• Les variations de la vitesse de rotation terrestre : conside´re´es aussi sous la forme
de l’e´cart de la longueur du jour par rapport a` la dure´e nominale de 86400 s.
Nous de´crivons la rotation terrestre au moyen du vecteur instantane´ de rotation ~ω,
dont la norme est la vitesse de rotation terrestre et dont la direction est celle de l’axe de
rotation terrestre (voir Annexe A).
Nous rappellerons dans ce chapitre les e´le´ments principaux de la the´orie de la rota-
tion de la Terre, selon deux approches comple´mentaires : l’une, dynamique, base´e sur
le the´ore`me du moment cine´tique applique´ a` un mode`le de Terre rigide ou re´elle (§1.2),
l’autre, cine´matique, conside´rant la rotation terrestre comme le passage d’un repe`re ce´leste
particulier a` un repe`re terrestre (§1.3). Ces deux approches distinctes de la the´orie de la
rotation terrestre ont chacune leur inte´reˆt : la premie`re a des applications ge´ophysiques,
alors que la deuxie`me permet l’interpre´tation des observations. Nous de´taillerons aussi
les parame`tres d’orientation terrestres (EOP) utilise´s en pratique afin de de´terminer les
variations de la rotation de la Terre, ainsi que les me´thodes de ge´ode´sie nous permettant
de les de´terminer (§1.3). Nous e´tablirons ensuite le lien entre les composantes du vecteur
instantane´ de rotation et les EOP (§1.4), relations qui nous permettront par la suite de
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relier les coefficients variables du champ de gravite´ terrestre aux EOP (chapitre 3). Enfin,
nous de´taillerons l’e´tat actuel des connaissances relatives aux variations de la rotation
terrestre, ainsi que les limitations rencontre´es de nos jours et les progre`s qui restent a`
effectuer (§1.5).
1.2 Equations de la rotation de la Terre
Pour e´tudier la dynamique de la rotation terrestre, la Terre peut eˆtre mode´lise´e de
diffe´rentes manie`res. En allant du cas le plus simple, au plus complexe mais plus re´aliste,
on distingue les mode`les suivants :
– Corps ellipso¨ıdal rigide,
– Corps ellipso¨ıdal e´lastique,
– Corps de´formable et forme´ de diffe´rentes couches : par exemple, une Terre peut eˆtre
vue comme un ellipso¨ıde compose´ d’un manteau e´lastique (la crouˆte terrestre e´tant
conside´re´e comme solidaire du manteau), d’un noyau exte´rieur fluide, d’un noyau
inte´rieur solide et de couches superficielles fluides (telles l’atmosphe`re et l’oce´an).
Les e´quations de la rotation terrestre pre´sente´es se basent sur la the´orie d’Euler concernant
la rotation de tout corps ellipso¨ıdal rigide autour de son centre de masse. Elle permet
d’e´tablir le mouvement de l’axe instantane´ de rotation dans la Terre.
1.2.1 Mode`le de Terre rigide
Rappel des e´quations
Les e´quations fondamentales re´gissant la rotation de la Terre sont celles du the´ore`me
du moment cine´tique ~H, appele´es e´quations dynamiques d’Euler. Elles de´crivent la re´ponse
rotationnelle de la Terre a` un moment de force ~L dans un re´fe´rentiel inertiel (voir par
exemple Munk & Mac Donald 1960) :
~˙H = ~L (1.1)
Et dans un repe`re lie´ au corps en rotation (i.e. tournant avec ce corps), ces e´quations
deviennent :
d ~H
dt
+ ~ω ∧ ~H = ~L (1.2)
ou` ~ω est le vecteur instantane´ de rotation (de norme la vitesse angulaire et de direction
celle de l’axe de rotation) par rapport au repe`re inertiel (voir Annexe A).
De plus, on a par de´finition : ~H =
∫
M
~x ∧ (~ω ∧ ~x) dM = I ~ω, ou` I est le Tenseur
d’inertie (voir Annexe B). Par conse´quent, dans un repe`re lie´ a` la Terre en rotation, les
e´quations d’Euler deviennent :
d(I ~ω)
dt
+ ~ω ∧ (I ~ω) = ~L (1.3)
Dans un re´fe´rentiel fixe par rapport au corps rigide, I ne varie pas avec le temps, on a
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alors :
Iij = −
∫
V
xi xj dM = 0 pour i 6= j
I11 =
∫
V
(y2 + z2) dM = A (1.4)
I22 =
∫
V
(x2 + z2) dM = B
I33 =
∫
V
(x2 + y2) dM = C
Par conse´quent, d’apre`s l’e´quation (1.3) et dans un mode`le de Terre rigide, on obtient le
mode`le d’e´quations suivant :
dω1
dt
+
C − B
A
ω2 ω3 =
L1
A
dω2
dt
− C − A
B
ω1 ω3 =
L2
B
dω3
dt
+
B − A
C
ω1 ω2 =
L3
C
(1.5)
ou` ~ω = (ω1, ω2, ω3). On conside`re en ge´ne´ral que le vecteur de rotation ~ω s’e´loigne peu
d’un vecteur moyen, ce qui est confirme´ par les observations. Par conse´quent, on e´crit :
~ω =
 ω1ω2
ω3
 = Ω
 m1m2
1 +m3
 (1.6)
ou` m1 et m2 repre´sentent le de´placement de l’axe de rotation dans la Terre (mouvement
polaire), m3 est la variation relative de la vitesse de rotation terrestre (voir Fig. 1.1), et Ω
est la vitesse angulaire moyenne de la Terre (7.29× 10−5 rad/s). De manie`re ge´ne´rale, les
mi sont des petites quantite´s (≃ 10−6) et correspondent aux e´carts du vecteur rotation ~ω
par rapport a` la rotation moyenne.
Ainsi, si on ne´glige les termes du second ordre dans l’e´quation (1.5) et si on conside`re
un mode`le de Terre syme´trique (A = B), alors on obtient les e´quations de Liouville
associe´es a` un mode`le de Terre rigide :{
m˙− iσrm = ψr
m˙3 = ψ3
(1.7)
ou` m = m1+ i m2, σr =
C−A
A
Ω (nomme´e pulsation d’Euler) et ψr = ψ1+ i ψ2. On appelle
enfin ψr et ψ3 des fonctions d’excitation et elles sont proportionnelles au moment de force
exte´rieur (en l’occurrence, exerce´ par le couple luni-solaire) :
ψ1 = L1/(A Ω)
ψ2 = L2/(A Ω)
ψ3 = L3/(C Ω)
(1.8)
19
ωω
 1
x
x
3
1
1
 ω
3
x
2
ω 2
m
2
− m
Fig. 1.1 – Coordonne´es du vecteur instantane´ de rotation ~ω, dans le repe`re terrestre (x1, x2, x3).
Solution des e´quations : Mouvement de l’axe de rotation dans la Terre
La solution ge´ne´rale de l’e´quation (1.7) est la somme de la solution de l’e´quation
homoge`ne (i.e. ~L = ~0) associe´e et d’une solution particulie`re (i.e. solution force´e). Pour
(~L = ~0) la solution s’e´crit :
ω1 = a0 cos σrt + b0 sin σrt
ω2 = a0 sin σrt− b0 cos σrt
ω3 = C
te
(1.9)
ou` a0 et b0 sont des constantes d’inte´gration. Cette solution correspond a` un mouvement
de rotation uniforme dont l’axe est anime´ d’un mouvement libre pe´riodique par rapport
a` la crouˆte terrestre (pe´riode de 305 jours), appele´ mouvement de Chandler.
Dans le cas d’un corps rigide, le seul moment de force exte´rieur non ne´gligeable que
puisse subir la Terre est celui des forces gravitationnelles de mare´es du syste`me solaire,
et avant tout du Soleil et de la Lune. Pour exprimer le couple luni-solaire ~L, on peut
introduire le potentiel gravitationnel terrestre U (exerce´ sur la Lune et le Soleil) et en
vertu du principe de l’action-re´action e´crire :
~L = −mlune ~rlune ∧ ~∇U(~rlune)−msoleil ~rsoleil ∧ ~∇U(~rsoleil) (1.10)
Si on se limite a` l’ordre 2 du de´veloppement du potentiel et que l’on utilise des de´veloppements
de Doodson en se´ries d’ondes (en notant ωj la fre´quence de l’onde d’indice j, βj sa phase
et A21j son coefficient), on obtient l’expression suivante de L = L1+i L2 (voir par exemple
Capitaine 1982) :
L = −3 G mlune
c3lune
(C − A)
∑
j
A21j e
−i(ωj t+βj) (1.11)
ou` G est la constante gravitationnelle, mlune est la masse de la Lune, clune est le demi-
grand axe de la Lune autour de la Terre et chaque coefficient A21j est re´el et repre´sente la
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somme des coefficients du terme lunaire et du terme solaire de fre´quence ωj. On peut noter
que la composante axiale L3 du couple exte´rieur luni-solaire est nulle. Par inte´gration des
e´quations (1.7), l’effet luni-solaire se re´duit a` une somme de termes circulaires e´quatoriaux
(appele´s dans la litte´rature nutations diurnes) d’amplitudes :
Aj =
3 G mlune
c3lune
C − A
C Ω2
A21j
(1− A
C
nj
Ω
)
(1.12)
ou` nj = Ω− ωj pour chacune des fre´quences ωj.
Pour trouver les variations correspondantes de l’orientation de la Terre dans l’espace,
on utilise les e´quations cine´matiques d’Euler (voir Annexe C).
1.2.2 Mode`le de Terre non rigide
Conside´rons maintenant un mode`le de Terre non rigide en rotation et donc de´formable.
Les principales diffe´rences a` prendre en compte par rapport au cas d’un mode`le de Terre
rigide re´sident dans le fait que :
– Le tenseur d’inertie I de´pend du temps,
– Il existe un moment cine´tique relatif au repe`re de re´fe´rence terrestre (TRF), duˆ aux
mouvements de masses par rapport au repe`re terrestre :
~H(t) = I(t) ~ω(t) + ~h(t) (1.13)
ou` ~h =
∫
M
(~x ∧ ~u) dM est le vecteur moment angulaire duˆ au mouvement et ~u est
la vitesse de l’e´le´ment de masse dM par rapport au repe`re en rotation a` la vitesse
angulaire ~ω.
Rappel des e´quations
Dans ce cas, l’e´quation (1.2) devient :
d
dt
[
I(t) ~ω(t) + ~h(t)
]
+ ~ω(t) ∧
[
I(t) ~ω(t) + ~h(t)
]
= ~L(t) (1.14)
On e´crit aussi dore´navant pour le tenseur d’inertie I (voir Annexe B) :
Iij = ∆Iij(t) pour i 6= j
I11 = A +∆I11(t)
I22 = A +∆I22(t)
I33 = C +∆I33(t)
(1.15)
ou` les ∆Iij/C sont des petites quantite´s. Par conse´quent, en reportant dans Eq. (1.14), les
e´quations Eq. (1.6) et (1.15), tout en ne´gligeant les termes du second ordre par rapport a`
mi, ∆Iij et hi, on obtient les e´quations de Liouville line´arise´es :
m˙1/σr +m2 = ψ2
m˙2/σr −m1 = −ψ1
m˙3 = ψ˙3
(1.16)
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ou` les fonctions d’excitation de Liouville ψi (i=1,2,3) comprennent des contributions
comple´mentaires a` celles de Eq. (1.8), et sont de´finies de la manie`re suivante :
ψ1 = (Ω
2 ∆I13 + Ω ∆I˙23 + Ω h1 + h˙2 − L2) / (Ω2 (C − A))
ψ2 = (Ω
2 ∆I23 − Ω ∆I˙13 + Ω h2 − h˙1 + L1) / (Ω2 (C − A))
ψ3 = (−Ω2 ∆I33 − Ω h3 + Ω
∫ t
0
L3 dt) / (Ω
2 C)
(1.17)
Dans un soucis de concision, on e´crit les e´quations (1.16) sous la forme complexe :{
m + i m˙/σr = ψ
m˙3 = ψ˙3
(1.18)
ou` m = m1 + i m2, σr =
C−A
A
Ω (pulsation d’Euler) et ψ = ψ1 + i ψ2, tel que :
ψ =
i L
Ω2 (C − A) +
c
C − A −
i c˙
Ω (C − A) +
h
Ω (C − A) −
i h˙
Ω2 (C − A) (1.19)
ou` L = L1 + i L2, c = ∆I13 + i ∆I23 (= c13 + i c23) et h = h1 + i h2. Les fonctions
d’excitation re´sultent :
(i) des redistributions de masse (partie appele´e matie`re),
(ii) des mouvements relatifs de matie`re (partie appele´e mouvement), et
(iii) des moments de forces exte´rieurs.
On se´parera donc :
ψ(matie`re) =
c
C − A (1.20)
ψ(mouvement) =
h
Ω (C − A) −
i c˙
Ω (C − A) −
i h˙
Ω2 (C − A) (1.21)
ψ(couple exte´rieur) =
i L
Ω2 (C − A) (1.22)
ainsi que :
ψ3(matie`re) = −∆I33
C
= −c33
C
(1.23)
ψ3(mouvement) = − h3
Ω C
(1.24)
ψ3(couple exte´rieur) =
∫ t
0
L3 dt / (Ω C) (1.25)
De´formation rotationnelle et effets de surcharge
Nous conside´rons une Terre de´formable (i.e. non rigide), par conse´quent la rotation
terrestre diurne entraˆıne des de´formations de la Terre (appele´es de´formations rotation-
nelles) qui peuvent s’e´crire comme des incre´ments d’inertie (∆I13(t) et ∆I23(t)), de´pendant
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des composantes m1 et m2 du vecteur instantane´ de rotation ~ω (voir Munk & Mac Do-
nalds 1960, Lambeck 1980, et Barnes et al. 1983). Par conse´quent le second membre ψ
des e´quations (1.18) de´pend de m, de la manie`re suivante :
ψ = ψr +
k2
k0
m (1.26)
ou` k2
k0
m correspond a` la de´formation rotationnelle cre´e´e et ψr = ψr
matie`re + ψr
mouvement
correspond a` ψ auquel on a retire´ les incre´ments d’inertie duˆs a` la de´formation rotation-
nelle.
Pre´cisons tout d’abord a` quoi correspondent k2 (ici, nombre re´el) et k0 (voir Table 1.2).
Ils sont appele´s nombres de Love et caracte´risent la de´formation (la non-rigidite´) de la
Terre (voir par exemple Melchior 1972). Pour les de´formations dues aux mare´es luni-
solaires, le potentiel de mare´es est de´veloppable en fonctions sphe´riques, qui seront chacune
proportionnelles a` un nombre de Love de´pendant du degre´ du de´veloppement. Ainsi k2
est le nombre de Love de degre´ 2 caracte´risant la de´formation de la Terre sous l’effet du
potentiel perturbateur de mare´es de degre´ 2. Puis k0 est le nombre de Love se´culaire,
de´fini comme le nombre de Love k2 mais agissant pour la de´formation se´culaire : k0 =
3 G (C − A) / (Re5 Ω2).
Par la suite, nous utiliserons aussi le nombre de Love k′2 (voir Table 1.2) qui est le
nombre de Love de surcharge de degre´ 2, caracte´risant la de´formation de la Terre sous un
potentiel perturbateur de surcharge (couche fluide par exemple) de degre´ 2.
Si on de´sire maintenant isoler les composantes du vecteur instantane´ de rotation (en
ne conside´rant pas les effets du couple exte´rieur) la premie`re e´quation de Eq. (1.18) a une
nouvelle forme (voir Eq. (1.26) et par exemple Lambeck 1980) :
i
m˙
σr
+m = ψr +
k2
k0
m
⇔ i m˙
σr
+m− k2
k0
m = ψr
⇔ i m˙
σr
+ (1− k2
k0
) m = ψr
⇔ i k0
k0 − k2
m˙
σr
+m =
k0
k0 − k2 ψr
⇔ i m˙
σ0
+m =
k0
k0 − k2 ψr (1.27)
ou` σ0 = σr (1− k2
k0
) est appele´e la pulsation de Chandler.
Si on conside`re maintenant les effets de surcharge provoque´s par certaines fonctions
d’excitation (e.g. atmosphe`re, oce´an) sur la crouˆte terrestre, alors k′2 ψr
matie`re est ajoute´
a` ψr (Barnes et al. 1983), ou` k
′
2 est le nombre de Love de surcharge de degre´ 2. De la
meˆme manie`re, on ajoute k′2 ψ3
matie`re a` ψ3 (voir Table 1.1).
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Par conse´quent, d’apre`s le paragraphe pre´ce´dent et l’e´quation (1.27), les e´quations
(1.18) deviennent :
• Si la fonction d’excitation ψr engendre des effets de surcharge sur la crouˆte terrestre :
i
m˙
σ0
+m =
k0
k0 − k2 ψr
mouvement + (1 + k′2)
k0
k0 − k2 ψr
matie`re (1.28)
m3 = ψ3
mouvement + (1 + k′2) ψ3
matie`re
• Sinon :
i
m˙
σ0
+m =
k0
k0 − k2 ψr (1.29)
=
k0
k0 − k2 ψr
mouvement +
k0
k0 − k2 ψr
matie`re
m3 = ψ3
= ψ3
mouvement + ψ3
matie`re
ou` σ0 =
Cm−Am
Am
Ω (1 − k2
k0
). Classiquement, les fonctions d’excitation ne produisant pas
d’effet de surcharge sur la crouˆte terrestre correspondent a` h (partie mouvement), alors que
celles provoquant un effet de surcharge correspondent a` c (partie matie`re) (voir Eqs. (1.20)-
(1.25)). On notera que Cm et Am sont les moments principaux d’inertie axial et e´quatorial
du manteau, respectivement. Toutes les valeurs nume´riques des parame`tres entrant ici en
jeu sont re´sume´es dans la Table 1.2.
Dans la Table 1.2, nous rappelons la valeur de la pulsation de Chandler re´elle σ0 (elle
correspond a` une pe´riode de 433 jours ; Vicente & Wilson 1997), tenant compte de la
de´formation rotationnelle, mais aussi de l’effet des oce´ans et du noyau fluide (ce qui n’est
pas fait dans le mode`le pre´ce´dent, mais la valeur ne diffe`re alors pas beaucoup de la
re´alite´ : σ0 =
Cm−Am
Am
Ω (1− k2
k0
) correspond a` une pe´riode de 438 jours).
Autre formulation
En se re´fe´rant a` l’e´quation (1.18), on peut poser :
ψ = χ− i
Ω
χ˙ (1.30)
ψ3 = −χ3
On a donc d’apre`s les e´quations (1.17) et (1.19) :
χ =
c
C − A +
h
Ω (C − A) (1.31)
χ3 =
c33
C
+
h3
C Ω
Ces fonctions d’excitation de la Terre (telles les fonctions d’excitation de l’oce´ans ou de
l’atmosphe`re) sont se´pare´es en deux termes (voir Table 1.3) : (i) une partie matie`re (aussi
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Tab. 1.1 – Facteurs multiplicatifs (Barnes et al. 1983) des fonctions d’excitation ψr et ψ3
(des e´quations (1.28) et (1.29), respectivement), dans le cas ou` l’on exprime les de´formations
rotationnelles en fonction de m, agre´mente´es s’il y a lieu des effets de surcharge sur la crouˆte
terrestre (suivant la fonction d’excitation conside´re´e).
Auteurs Pas de surcharge Effet de surcharge
Fonction Barnes et al. 1983 ou
k0
k0 − k2
(1 + k′2)
k0
k0 − k2
d’excitation Lambeck 1980
e´quatoriale Munk & Mac Donald 1960
kf
kf − k
(1 + k′)
kf
kf − k
Valeur nume´rique 1.43 1.
correspondante
Fonction Barnes et al. 1983 ou 1. (1 + k′2)
d’excitation Lambeck 1980
axiale Munk & Mac Donald 1960 1. (1 + k′)
Valeur nume´rique 1. 0.7
correspondante
appele´e partie pression pour les oce´ans et l’atmosphe`re ; note´e avec un exposant p) et
(ii) une partie mouvement (aussi appele´e partie vent ou courant pour l’atmosphe`re et les
oce´ans ; note´e avec un exposant v). On e´crit donc la fonction d’excitation e´quatoriale χ
comme : χ = χ1 + i χ2, et on se´pare les parties matie`re et mouvement : χ = χ
p + χv.
De meˆme, la fonction d’excitation axiale s’e´crit : χ3 = χ3
p + χ3
v. On a ainsi d’apre`s les
e´quations (1.20)-(1.25) :
χp = χp1 + i χ
p
2 =
c
C − A χ
p
3 =
c33
C
(1.32)
χv = χv1 + i χ
v
2 =
h
Ω (C − A) χ
v
3 =
h3
C Ω
Le mouvement p du poˆle (CIP) peut eˆtre relie´ a` m (Brzezin´ski et Capitaine 1993) de
la manie`re suivante (voir aussi §1.4) :
m = p− i
Ω
p˙ (1.33)
Par conse´quent, on peut e´crire :
i
m˙
σr
+m =
i
σr
d
dt
(
p− i
Ω
p˙
)
+
(
p− i
Ω
p˙
)
(1.34)
=
(
p +
i
σr
p˙
)
− i
Ω
d
dt
(
p+
i
σr
p˙
)
D’apre`s les e´quations (1.18) et (1.30), on peut alors e´crire :
χ = p+
i
σr
p˙ (1.35)
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Tab. 1.2 – Valeurs nume´riques utilise´es dans cette e´tude : les trois parame`tres (appele´s ”Autres
facteurs”) ont e´te´ calcule´s avec des valeurs de k2 et k0 issues de IAG 1999 (Groten 1999) et de
k′2 issu des IERS Conventions 2003.
Moment principal d’inertie Cm 7.0400 IAG 1999
axial du manteau terrestre ×1037 kg m2
Moment principal d’inertie Am 7.0165 IAG 1999
e´quatorial du manteau terrestre ×1037 kg m2
Moment principal d’inertie C 8.0365 IAG 1999
axial de la Terre ×1037 kg m2
Moment principal d’inertie A 8.0101 IAG 1999
e´quatorial de la Terre ×1037 kg m2
Nombres de Love k2 0.3 IAG 1999
de degre´ 2 k 0.29 Munk & Mac Donald 1960
k2 0.285 Barnes et al. 1983
Nombre de Love se´culaire k0 0.9383 IAG 1999
ks = kf 0.96 Munk & Mac Donald 1960
k0 0.942 Barnes et al. 1983
Nombre de Love ∗ k′2 -0.3075 IERS 2003
de de´formation k′ -0.30 Munk & Mac Donald 1960
de degre´ 2 k′2 -0.30 Barnes et al. 1983
Autres facteurs (1 + k′2) 0.6925
k0
k0 − k2
1.47
(1 + k′2)
k0
k0 − k2
1.02≃1
Vitesse de rotation Ω 7.292115 IAG 1999
moyenne de la Terre ×10−5 rad s−1
Pulsation d’Euler σr =
C −A
A
Ω Pe´riode de 305 jours
Pulsation de Chandler σ0 Pe´riode de 433 jours Vicente & Wilson 1997
(*) Nombres de Love limite´s a` leur partie re´elle.
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Cependant, comme nous l’avons vu pre´ce´demment, il nous faut conside´rer les effets
des de´formations rotationnelles, et en conside´rant le syste`me Terre-Atmosphe`re-Oce´ans,
les couches fluides exercent un effet de surcharge sur la crouˆte terrestre. Par conse´quent,
Eq. (1.35) devient :
χeff = p+
i
σ0
p˙ (1.36)
ou` σ0 est la pulsation de Chandler de´ja` de´finie pre´ce´demment et :
χeff =
k0
k0 − k2 χ
v +
k0
k0 − k2
[
(1 + k′2) χ
p
Atm, Oceans + χ
p
Autre Origine
]
(1.37)
D’apre`s les e´quations (1.36) et (1.37), on aboutit a` :
p+
i
σ0
p˙ =
k0
k0 − k2 χ
v +
k0
k0 − k2
[
(1 + k′2) χ
p
Atm, Oceans + χ
p
Autre Origine
]
(1.38)
ou` l’on a suppose´ que les autres origines des fonctions d’excitation (a` part les oce´ans et
l’atmosphe`re) n’engendraient pas d’effets de surcharge sur la crouˆte terrestre. Comme de
plus on conside`re que le manteau est de´couple´ du noyau, d’apre`s Eq. (1.32), on a :
p+
i
σ0
p˙ =
k0
k0 − k2
h
Ω (Cm − Am) (1.39)
+
k0
k0 − k2
[
(1 + k′2)
cAtm, Oceans
Cm − Am +
cAutre Origine
Cm − Am
]
= 1.43
h
Ω (Cm − Am) +
cAtm, Oceans
Cm − Am + 1.43
cAutre Origine
Cm − Am
si on prend les valeurs de Barnes et al. 1983 (voir Table 1.1).
Notons qu’en pratique c’est la valeur observationnelle de la pulsation de Chandler qui
est utilise´e (correspondant a` une pe´riode dans le re´fe´rentiel terrestre e´gale a` 433 jours
solaires moyens).
Tab. 1.3 – Caracte´ristiques des fonctions d’excitation des couches fluides de la Terre (at-
mosphe`re et oce´ans) : parame`tres entrant en jeu.
Atmosphe`re Oce´ans
Partie matie`re Pression atmosphe´rique Hauteur d’eau
(pression au fond des oce´ans)
Partie mouvement Vents Courants marins
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1.2.3 Mode`le de Terre forme´e de couches : Couplages aux frontie`res
Conside´rons maintenant l’existence dans la Terre d’un noyau fluide. On peut proce´der
de deux manie`res. Soit on suppose que le manteau et le noyau sont totalement de´couple´s,
ce qui est le cas si le noyau est sphe´rique et s’il n’y a pas de dissipation a` la frontie`re
noyau/manteau. Dans ce cas, les e´quations de Liouville suffisent pour de´crire le phe´nome`ne,
en limitant les termes de la fonction d’excitation au manteau seul (comme ce qui a e´te´
effectue´ au paragraphe pre´ce´dent). Soit on suppose qu’il existe un couplage entre noyau
et manteau, ce qui est effectivement le cas en re´alite´. Il faut alors ajouter aux e´quations
e´tablies dans le paragraphe pre´ce´dent celles relatives au noyau fluide.
On doit donc conside´rer la de´formation e´lastico-visqueuse du manteau terrestre, en
plus les phe´nome`nes oce´aniques, atmosphe´riques et saisonniers a` la surface terrestre, ainsi
que la pre´sence d’un noyau fluide. Il y a donc un couplage inertiel duˆ a` l’ellipticite´ de la
frontie`re noyau-manteau, ainsi qu’un couplage dissipatif se produisant dans la crouˆte de
se´paration des deux milieux.
Les e´quations relatives au noyau fluide sont du meˆme type que pre´ce´demment, mis a`
part le fait que les fonctions d’excitation obtenues pour ce syste`me sont de´compose´es en
trois parties :
– ψf : relative au noyau seul,
– ψm : relative au manteau seul,
– ψt : due au couplage exerce´ sur le noyau par le manteau.
Dans le cas d’un mode`le de Terre de´formable posse´dant un manteau e´lastique et un
noyau fluide, les fonctions d’excitation comportent comme pre´ce´demment les effets de
la de´formation rotationnelle. En transformant les e´quations, on parle alors de fonctions
d’excitation effectives et on a (notons que nous de´taillons ces e´quations en omettant le
couple exte´rieur luni-solaire) :
i
m˙
σ0
+m = χeff − i
Ω
χ˙eff (1.40)
m3 = −χeff3
ou` l’on a (Sasao et al. 1980) :
σ0 =
A
Am
(
1− k2
k0
)
σr
χp,eff =
(
1 +
Af
A
σFCN + Ω
σ − σFCN
)
χp (1.41)
χv,eff =
1
1− k2
k0
(
1 +
Af
A
σFCN + Ω
σ − σFCN
)
χv
ou` Af est le moment d’inertie du noyau, σFCN est la fre´quence de re´sonance associe´e a` la
nutation libre du noyau et σ est la fre´quence d’excitation.
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1.3 Parame´trisation de la rotation terrestre
Nous venons de rappeler les e´quations dynamiques de la rotation terrestre, de´pendant
du vecteur instantane´ de rotation ~ω. Cependant en pratique nous ne mesurons pas ~ω.
L’orientation terrestre, repre´sentant le passage d’un repe`re ce´leste a` un repe`re terrestre,
pourrait eˆtre exprime´e a` l’aide de trois angles (les angles d’Euler, voir Annexe C). Mais
afin de be´ne´ficier d’une bonne pre´cision sur la rotation de la Terre, il faudrait de´terminer
ces 3 angles tre`s fre´quemment (car la Terre tourne relativement rapidement). De plus, la
de´termination classique de la rotation terrestre nous conduit a` se´parer orientation de l’axe
de rotation dans la Terre et dans l’espace. L’approche dynamique de la rotation de la Terre
pre´sente´e pre´ce´demment nous a en effet permis de se´parer les variations d’orientation dans
l’espace et dans la Terre, puis le mouvement de rotation diurne. Les mesures ge´ode´siques
spatiales utilisent donc un jeu de 5 parame`tres, appele´s les parame`tres d’orientation ter-
restre (EOP, Earth Orientation Parameters). Les observations relatives a` l’orientation
de la Terre consistent en des perturbations par rapport a` une rotation uniforme, donne´e
par des mode`les, a` des intervalles de temps supe´rieurs ou e´gaux a` un jour (pour les
de´terminations routinie`res et non intensives).
Nous allons de´tailler la mode´lisation et la parame´trisation de l’orientation de la Terre
dans l’espace, ainsi que les mesures ge´ode´siques nous permettant d’obtenir des observa-
tions relatives a` la rotation de la Terre. Mais nous allons commencer par de´finir le CIP
(Celestial Intermediate Pole) auquel sont conventionnellement re´fe´re´es les observations de
variations de rotation terrestre (relatives aux EOP).
1.3.1 De´finition du poˆle ce´leste interme´diaire (CIP)
Selon la Re´solution B1.7 de l’UAI (Manchester, Aouˆt 2000), le Poˆle Ce´leste Interme´diaire
(CIP, Celestial Intermediate Pole) est un poˆle interme´diaire proche du poˆle instantane´ de
rotation. Par convention, il permet de se´parer en deux composantes le mouvement du poˆle
de l’ITRS dans le syste`me de re´fe´rence ce´leste ge´ocentrique (GCRS) :
• Le mouvement ce´leste du CIP (pre´cession-nutation), comprenant tous les
termes ayant des pe´riodes plus grandes que 2 jours dans le GCRS (i.e. des fre´quences
comprises entre −0.5 cycles par jour side´ral (cpsd) et +0.5 cpsd),
• Le mouvement terrestre du CIP (ou mouvement du poˆle), comprenant tous
les termes en dehors de la bande re´trograde diurne dans le syste`me de re´fe´rence terrestre
(i.e. fre´quences plus petites que −1.5 cpsd ou plus grandes que −0.5 cpsd) (voir Fig 1.2,
issue des IERS Conventions 2003 chap.5).
Le CIP correspond a` 1 mas pre`s (au maximum) au poˆle de rotation moyen diurne (voir
Fig. 1.3). C’est une de´finition plus pre´cise du CEP (CEP, Celestial Ephemeris Pole), re-
latif a` la the´orie UAI 1980 de la nutation. Cette de´finition prend en conside´ration les
variations diurnes et subdiurnes des EOP, de manie`re a` se´parer clairement les courtes et
longues pe´riodes dans la Terre.
Le CIP est de´fini a` partir de l’axe du repe`re ce´leste de re´fe´rence (OZ) par le mode`le
de pre´cession-nutation UAI 2000A (adopte´ par l’UAI en 2000) et les corrections (dψ, dǫ)
provenant des observations (appele´es Celestial Poles Offsets, i.e. erreurs du mode`le de
pre´cession-nutation). Le CIP ne diffe`re alors plus du poˆle ge´ographique G que par (i) le
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mouvement classique du poˆle (pe´riodes supe´rieures a` 2 jours dans la Terre, les autres e´tant
compte´es dans l’espace), (ii) les termes de nutation de l’axe de figure de pe´riode infe´rieure
a` 2 jours dans l’espace et que l’on compte donc dans la Terre, et (iii) les termes diurnes et
sub-diurnes du mouvement du poˆle induits par les mare´es oce´aniques et des contributions
atmosphe´riques (voir Fig. 1.4).
Fig. 1.2 – Repre´sentation sche´matique de la bande de fre´quence conside´re´e pour la de´finition
du CIP (source IERS Conventions 2003).
Fig. 1.3 – Mouvement du poˆle ce´leste interme´diaire (CIP) dans le repe`re terrestre, dont le
troisie`me axe est l’axe du poˆle ge´ographique G, compare´ au mouvement re´trograde diurne du
poˆle de rotation dans la Terre.
1.3.2 La rotation terrestre, passage d’un syste`me de re´fe´rence
ce´leste a` un syste`me de re´fe´rence terrestre : de´finition des
parame`tres d’orientation terrestre (EOP)
L’orientation terrestre peut eˆtre de´finie a` chaque instant comme le passage d’un
syste`me terrestre (TRS = ”Terrestrial Reference System”) a` un syste`me ce´leste (CRS
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Fig. 1.4 – Poˆle ce´leste interme´diaire (CIP) de´fini par rapport (i) a` une origine OZ inertielle (par
exemple, une radio-source) et (ii) a` une origine Oz terrestre (re´alise´e par le poˆle ge´ographique
G). (1) correspond au mode`le de pre´cession-nutation ainsi qu’aux e´carts observe´s (dψ,dǫ) a` ce
mode`le. (2) correspond au mouvement du poˆle (pe´riodes supe´rieures a` 2 jours dans la Terre),
aux termes de nutation de l’axe de figure de pe´riode infe´rieure a` 2 jours dans l’espace et que l’on
compte donc dans la Terre, et aux termes diurnes et sub-diurnes du mouvement du poˆle induits
par les mare´es oce´aniques et des contributions atmosphe´riques.
= ”Celestial Reference System”) et peut eˆtre mode´lise´e graˆce a` la matrice de rotation M
suivante :
[CRS] = M [TRS] (1.42)
= PN(t) R(t) W (t) [TRS]
Cette matrice de rotation M permet donc de passer du syste`me fixe terrestre au syste`me
fixe ce´leste. Elle se de´compose suivant plusieurs rotations successives. Notons que nous
nous sommes base´s ici sur l’ancienne repre´sentation (IERS Conventions 1996), et non la
nouvelle repre´sentation (IERS Conventions 2003) qui utilise une forme diffe´rente de la
matrice PN(t) :
[CRS] = Q(t) R(t) W (t) [TRS] (1.43)
Cependant, nous utiliserons par la suite (Chapitres 3 et 11) la mode´lisation (1.42), c’est
pourquoi nous la de´veloppons ici.
Mouvement du poˆle
La matrice W de rotation permet de passer du repe`re terrestre, dont le troisie`me axe
est l’axe du poˆle ge´ographique G, au repe`re interme´diaire, dont le troisie`me axe est le CIP
(voir Fig. 1.4). Le plan fondamental de ce repe`re interme´diaire est l’e´quateur vrai de la
date. Les coordonne´es du poˆle ce´leste interme´diaire (CIP) dans le repe`re terrestre sont :
xp et yp. La matrice W se de´compose alors en deux rotations :
W (t) = ℜ2(xp) ℜ1(yp) (1.44)
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Les parame`tres xp et yp (coordonne´es e´quatoriales) sont deux des 5 EOP (voir Fig. 1.5),
qui caracte´risent le mouvement de l’axe de rotation dans la Terre (car le CIP et l’axe de
rotation terrestre sont proches). On appelle p = xp − i yp le mouvement du poˆle, dans
le repe`re terrestre.
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Fig. 1.5 – Composantes du mouvement du poˆle : (xp, yp).
Angle de rotation terrestre
La matrice R de rotation permet de passer du repe`re tournant dont le premier axe est
dans le plan me´ridien de Greenwich, au repe`re non tournant se rapportant a` l’e´quinoxe
vrai de la date γv (en restant sur le plan fondamental de l’e´quateur vrai de la date) :
R(t) = ℜ3(−GST ) (1.45)
sachant que GST est le temps side´ral a` Greenwich (IERS Conventions 1996).
Les variations de la vitesse angulaire de rotation sont ge´ne´ralement repre´sente´es (i) par
les changements correspondants dans la dure´e du jour (universel) par rapport a` un jour de
86400 s du SI (note´s ∆(LOD) ; voir Fig. 1.6), ou bien (ii) par la diffe´rence accumule´e entre
UT1 et TAI (i.e. UT1-TAI), ou encore dore´navant (iii) par la diffe´rence correspondante
dans l’angle de rotation terrestre (ERA ou GST).
La nouvelle de´finition de UT1 adopte´e par la Re´solution B1.8 de l’UAI utilise l’origine
non-tournante sur l’e´quateur mobile (Guinot 1979). Cette origine a e´te´ choisie pour refle´ter
le plus simplement possible la rotation de la Terre par rapport a` un repe`re ce´leste tout en
e´tant en continuite´ avec la de´finition historique de UT. Elle a l’avantage, d’une part, de
rendre les concepts plus clairs, et d’autre part, de simplifier les calculs.
Pre´cession-nutation
La matrice de nutation N permet de passer du repe`re e´quatorial vrai de la date (dont
le point origine est l’e´quinoxe vrai de la date γv) au repe`re e´quatorial moyen de la date
(dont le point origine est l’e´quinoxe moyen de la date γm) (voir Fig. 1.7) :
N = ℜ1(−ǫA) ℜ3(∆ψ) ℜ1(ǫA +∆ǫ) (1.46)
32
1960 1970 1980 1990 2000 2010
Years
-1
0
1
2
3
4
5
m
s
Fig. 1.6 – Exce`s de la longueur du jour : ∆(LOD) .
ou` ǫA est l’obliquite´ de l’e´cliptique moyen de la date, ∆ψ correspond a` la nutation en
longitude rapporte´e a` l’e´cliptique de la date (qui nous donne l’e´quinoxe vrai γv), et enfin
∆ǫ correspond a` la nutation en obliquite´ rapporte´e a` l’e´cliptique de la date (qui nous donne
l’e´quateur vrai de la date). On peut relier ces deux derniers angles aux EOP (dψ, dǫ) par :
δ(∆ψ) = dψ et δ(∆ǫ) = dǫ.
Les e´carts au poˆle ce´leste dψ et dǫ donnent les e´carts respectivement en longitude et
en obliquite´ du poˆle ce´leste interme´diaire (CIP) par rapport a` sa position de´finie par les
mode`les de pre´cession-nutation conventionnels de l’UAI. Les variations observe´es refle`tent
donc la diffe´rence entre le mouvement ce´leste du poˆle observe´ et celui pre´dit par les mode`les
de pre´cession et de nutation conventionnels. Elles comportent une partie se´culaire et des
termes pe´riodiques (principalement de pe´riode 18.6 ans, 1 an, 0.5 an et 14 jours quand
ces e´carts sont rapporte´s au mode`le UAI 1980 ; voir Fig. 1.8).
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Fig. 1.7 – Passage du repe`re e´quatorial vrai de la date au repe`re e´quatorial moyen de la date,
puis au repe`re e´quatorial moyen de l’e´poque J2000. On peut noter que γ0 est l’e´quinoxe moyen
de l’e´poque, γm l’e´quinoxe moyen de la date et γv l’e´quinoxe vrai de la date.
Nous avons obtenu, apre`s les e´tapes pre´ce´dentes, l’e´quinoxe moyen de la date (γm).
Donc enfin, la matrice P de pre´cession permet de passer du repe`re e´quatorial moyen de
la date, au repe`re e´quatorial moyen de l’e´poque (i.e. J2000 ; dont le point origine est
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Fig. 1.8 – Ecarts au poˆle ce´leste : (dψ, dǫ) sont les e´carts entre les mesures VLBI de la
pre´cession-nutation et le mode`le the´orique (ici, UAI 1980).
l’e´quinoxe moyen de l’e´poque γ0) (voir Fig. 1.7) :
P = ℜ1(−ǫ0) ℜ3(ψA) ℜ1(ωA) ℜ3(−χA) (1.47)
ou` ǫ0 est l’obliquite´ de l’e´cliptique a` l’e´poque J2000, ψA correspond a` l’angle de pre´cession
de l’e´quinoxe a` l’e´poque J2000, ωA est l’obliquite´ entre le plan e´quatorial moyen de la
date et l’e´cliptique de l’e´poque et χA est l’angle de pre´cession plane´taire.
Les de´veloppements polynomiaux conventionnels adopte´s par l’UAI pour les angles de
pre´cession-nutation issus du mode`le UAI 1976 (Lieske et al. 1977) sont les suivants :
ψA = 5038.7784” t− 1.07259” t2 − 0.001147” t3
ωA = ǫ0 + 0.05127” t
2 − 0.007726” t3
ǫA = ǫ0 − 46.8150” t− 0.00059” t2 + 0.001813” t3 (1.48)
χA = 10.5526” t− 2.38064” t2 − 0.001125” t3
ǫ0 = 84381.448”
ou` t est exprime´ en sie`cles juliens depuis J2000. Les de´veloppements polynomiaux compa-
tibles avec le mode`le UAI 2000A (Mathews et al. 2002) de pre´cession-nutation sont base´s
sur les pre´ce´dents, conside´rant les corrections suivantes :
dψA = (−0.29965± 0.00040)”/cy (1.49)
dωA = (−0.02524± 0.00010)”/cy
Nous utiliserons la mode´lisation pre´ce´dente de la pre´cession-nutation dans les chapitres
3 et 11. Cependant, la Re´solution B1.8 de l’UAI (Manchester, Aouˆt 2000) recommande
que la transformation entre le GCRS et l’ITRS soit spe´cifie´e par la postion du CIP dans
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le GCRS, la position du CIP dans l’ITRS et l’Angle de rotation de la Terre. Cela ame`ne
a` utiliser, a` la place des quantite´s classiques de pre´cession-nutation, les cosinus directeurs
(note´s X et Y ) du CIP dans le GCRS (Capitaine 1990). Ils expriment directement la
direction de l’axe du poˆle interme´diaire sur la sphe`re ce´leste, sous forme tre`s similaire a`
celle exprimant usuellement la direction de cet axe dans la Terre.
Parame`tres d’Orientation Terrestres (EOP)
Nous pouvons donc noter que la mode´lisation pratique de la rotation terrestre utilise
5 parame`tres qui caracte´risent trois types de variations de la rotation de la Terre :
• xp et yp de´finissent le mouvement du poˆle (CIP), et caracte´risent donc le mouvement
de l’axe de rotation dans la Terre,
• UT1−TAI (relie´ a` ERA ou GST ) de´finit l’angle de rotation terrestre, et caracte´rise
ainsi la vitesse de rotation de la Terre (ou bien ∆(LOD) qui est l’e´cart de la longueur du
jour par rapport a` 86400 s du SI),
• dψ et dǫ (ou de fac¸on e´quivalente dX et dY ) sont les e´carts au mode`le de pre´cession-
nutation, et sont relie´s au mouvement de l’axe de rotation dans l’espace (associe´s a` un
mode`le de pre´cession-nutation donne´).
1.3.3 Me´thodes spatiales ge´ode´siques de de´termination des pa-
rame`tres d’orientation terrestre
Pour de´terminer les 5 parame`tres d’orientation de la Terre des techniques de ge´ode´sie
spatiale de plus en plus pre´cises sont utilise´es (voir Table 1.4). Elles sont les suivantes :
– Te´le´me´trie laser sur satellite (SLR) : La quantite´ observe´e est le temps aller-retour
mis par une impulsion laser entre la station terrestre e´mettrice et le satellite (e.g.
Starlette, Stella, Lageos1-2).
– Te´le´me´trie laser sur la Lune (LLR) : La quantite´ observe´e est le temps aller-retour
mis par un faisceau laser entre une station terrestre e´mettrice et des re´flecteurs sur
la Lune.
– Interfe´rome´trie a` tre`s longue base (VLBI) : On mesure le retard que met la meˆme
onde radio venant d’une source extragalactique pour arriver en deux radio-te´le´scopes
terrestres distincts et distants (le mouvement propre des objets pointe´s est conside´re´
comme nul).
– Syste`mes de positionnement global (GPS) : C’est un syste`me d’au moins 24 satel-
lites artificiels en orbite autour de la Terre, dont 4 a` 8 sont observables en meˆme
temps (12 satellites observables instantane´ment au poˆle). L’observable de base est
la diffe´rence de phase entre l’horloge du satellite et celle du re´cepteur GPS au sol.
– Observations Doppler (DORIS) : La quantite´ observe´e est la vitesse doppler entre
la station au sol et le satellite (vitesse radiale).
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Tab. 1.4 – Techniques de ge´ode´sie permettant de de´terminer les EOP.
Techniques Quantite´ observe´e
VLBI Ecart entre les temps d’arrive´e a` 2 antennes
d’un signal radio e´mis par un quasar.
Satellites Syste`me GPS Diffe´rence de phase entre l’horloge du satellite
et celle du re´cepteur.
Syste`me DORIS Vitesse radiale entre la station e´mettrice et le
satellite (effet DOPPLER).
Te´le´me´trie laser Temps aller-retour d’une impulsion laser entre
une station emettrice-re´ceptrice et un satellite.
Laser-Lune Temps aller-retour d’une impulsion laser entre
une station emettrice-re´ceptrice et la Lune.
Astrome´trie Astrolabe de Danjon Instant de passage d’une e´toile a` une distance
optique ze´nithale donne´e.
Instrument me´ridien Instant de passage d’une e´toile au me´ridien du lieu.
De manie`re ge´ne´rale, ces observations brutes sont ensuite traite´es en e´crivant les
e´quations d’observation de manie`re line´aire, reliant les observations et les parame`tres
d’un mode`le, et en ajustant ces parame`tres de manie`re a` minimiser les e´carts quadratiques
entre observations et mode`le (voir Annexe D).
Chacune des me´thodes pre´ce´demment cite´es ne donne pas acce`s a` tous les parame`tres
d’orientation terrestre. La Table 1.5 de´taille quelle me´thode donne acce`s a` quel EOP.
Ainsi, la me´thode donnant acce`s au plus de parame`tres d’orientation terrestre est le
VLBI, dont les antennes sont disperse´es tout autour du globe, et le GPS est tre`s efficace
afin de de´terminer le mouvement du poˆle.
Tab. 1.5 – De´termination ope´rationnelle des EOP par ge´ode´sie spatiale.
Techniques EOP fournis de fac¸on ope´rationnelle
VLBI xp, yp, UT1, dψ et dǫ
Satellites Syste`me GPS xp, yp, ∆(LOD), x˙p et y˙p
Syste`me DORIS xp, yp et ∆(LOD)
Te´le´me´trie laser xp, yp et ∆(LOD)
Laser-Lune UT1
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1.4 Lien entre les parame`tres d’orientation terrestre
et les composantes du vecteur instantane´ de ro-
tation (~ω)
Nous avons de´taille´ pre´ce´demment deux approches diffe´rentes afin d’appre´hender la
rotation de la Terre :
– Par l’utilisation des e´quations de Liouville et de l’axe instantane´ de rotation ~ω,
– Vue comme le passage du repe`re terrestre au repe`re ce´leste, avec l’utilisation de la
matrice de passage M , de´pendant des EOP.
La premie`re approche, dynamique, e´tait base´e sur les composantes du vecteur instantane´
de rotation ~ω, alors que la deuxie`me, cine´matique, e´tait base´e sur les EOP. Il s’agit donc
maintenant de savoir relier ces composantes (m,m3) aux EOP, afin de pouvoir e´tablir les
liens entre les coefficients variables du potentiel de gravite´ et la rotation terrestre (Cha-
pitre 3).
Le vecteur instantane´ de rotation ~ω peut s’e´crire a` partir de la matrice de passage M
de la manie`re suivante (Kinoshita et al. 1979) :
~ω TRF =M
−1
M˙ (1.50)
qui e´quivaut a` : 
m = p+ i
p˙
Ω
+O(p)
m3 =
˙︷ ︸︸ ︷
(UT1− TAI)
(1.51)
ou` p = xp − i yp et :
M = PN(t) R(t) W (t) (1.52)
ou` W (t) est la matrice de mouvement du poˆle de´pendant de xp et yp, R(t) est la matrice
principale de rotation de´pendant de UT1 et enfin, PN(t) est la matrice de pre´cession-
nutation de´pendant de (dψ, dǫ) (§1.3.2).
Par conse´quent, graˆce aux e´quations (1.51), on a (i) une relation entre les composantes
e´quatoriales m de ~ω dans la Terre et p du poˆle (CIP) dans la Terre, puis (ii) une relation
entre m3 et UT1− TAI.
1.5 Variations de l’orientation terrestre : Connais-
sances actuelles, Limitations et Progre`s a` faire
La rotation terrestre n’est pas uniforme. En effet, la vitesse de rotation terrestre varie,
ainsi que la direction de l’axe de rotation dans l’espace ou dans la Terre. En d’autres
termes, dans l’e´tude des variations de la rotation de la Terre, nous nous inte´ressons a` :
– la dure´e du jour,
– l’orientation de l’axe de rotation.
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De´taillons maintenant les connaissances actuelles de ces variations (se rapportant au §1.3.2
et a` la re´solution des e´quations d’Euler-Liouville pour une Terre re´elle de´formable), ainsi
que les limitations rencontre´es et les progre`s pouvant eˆtre faits.
1.5.1 Variation de la vitesse de rotation terrestre
La variation de vitesse de rotation terrestre comprend une variation se´culaire et des
variations pe´riodiques, provenant d’effets ge´ophysiques (voir Table 1.6 et Fig. 1.9). Les
diffe´rents termes mis en e´vidence, ainsi que leurs causes, sont les suivants :
• Variation se´culaire : Provient de la dissipation d’e´nergie dans le phe´nome`ne des
mare´es ; la Terre re´agit avec un retard a` l’attraction gravitationnelle exerce´e par la Lune
(a` cause de la friction agissant entre la Terre solide et les oce´ans), le bourrelet e´quatorial
terrestre est alors freine´ par le couple me´canique exerce´ par la Lune.
• Variations zonales : Elles sont duˆes aux variations de moment d’inertie C, cause´es
par les de´formations dues aux mare´es lunisolaires, et entraˆınant des variations de vitesse
de rotation.
• Termes saisonniers : Provient des de´placements saisonniers de masses d’air (oce´an,
atmosphe`re), dont environ 90% est duˆ aux de´placements atmosphe´riques (vents).
•Variations de´cennales : Elles sont suppose´es eˆtre duˆes au couplage noyau-manteau,
produisant des effets e´lectromagne´tiques, et entraˆınant des variations de vitesse de rota-
tion.
• Variations sub-diurnes : Elles sont duˆes aux mare´es oce´aniques et sont mode´lise´es
lorsque les mesures de variations de la longueur du jour n’ont pas une re´solutiion tempo-
relle assez fine.
Dans les dernie`res anne´es, des progre`s conside´rables ont e´te´ effectue´s dans la mode´lisation
des effets atmosphe´riques et oce´aniques graˆce aux divers centres de donne´es (voir Tables 1.7
et 1.8). Les se´ries de moments cine´tiques atmosphe´rique et oce´anique sont rendues dis-
ponibles dans le domaine public par le Special Bureau for Atmopshere (SBA) (Salstein et
al. 1993) et par le Special Bureau for Oceans (SBO) de l’IERS.
Comme de plus les interactions de mare´es sont tre`s bien mode´lise´es, il est dore´navant
possible de s’inte´resser aux effets re´siduels sur les variations de la vitesse de rotation
terrestre : par exemple hydrologie, tremblements de terre, ou autres effets non encore
mode´lise´s. La contributions de ces derniers pourra eˆtre e´ventuelle e´tudie´e graˆce a` la
ge´ode´sie spatiale (et plus particulie`rement aux variations du champ de gravite´ terrestre ;
voir §2.4.3), permettant ainsi de comple´ter les mode`les de la rotation de la Terre.
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Tab. 1.6 – Variations de la vitesse de rotation terrestre : la partie mouvement des moments
cine´tiques atmosphe´rique et oce´anique influe plus que leur partie matie`re sur la vitesse de rota-
tion de la Terre.
Composante pe´riodique observe´e Cause
Variation se´culaire Friction due a` la dissipation d’e´nergie
dans le phe´nome`ne de mare´es
Variations de´cennales Cause non mise en e´vidence clairement ;
Ne seraient pas dues aux couches fluides ;
Effets e´lectromagne´tiques
a` la frontie`re noyau-manteau
Variations saisonnie`res : Moment cine´tique atmosphe´rique,
annuelle, semi-annuelle Moment cine´tique oce´anique
Variations zonales Effet duˆ aux de´formations de la Terre
solide cause´es par les mare´es
Variations sub-diurnes Effet duˆ aux de´formations
cause´es par les mare´es oce´aniques
Fig. 1.9 – Les diffe´rentes composantes de la se´rie de l’exce`s de la longueur du jour (LOD) :
source IERS.
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Tab. 1.7 – Mode`les et donne´es atmosphe´riques utilise´s pour la mode´lisation des effets sur
la rotation terrestre.
Se´ries de moments cine´tiques atmosphe´riques
Mode`les de circulation atmosphe´rique contraints par des donne´es de pression
JMA Japanese Meteorological Agency
UKMO United Kingdom Meteorological Office
ECMWF European Center for Medium-range Weather Forecast
NCEP National Centers for Environmental Prediction
NCEP/NCAR National Centers for Environmental Prediction/
National Center for Atmospheric Research
Tab. 1.8 – Mode`les et donne´es oce´aniques utilise´s pour la mode´lisation des effets sur la
rotation terrestre.
Se´ries de moments cine´tiques oce´aniques
Mode`le de circulation oce´anique global force´e par un mode`le atmosphe´rique
Ponte et al. 1998 Johnson et al.1999 Gross 2003, 2004
1.5.2 Variation de l’axe de rotation dans la Terre
L’axe de rotation terrestre subit des variations dans la Terre caracte´rise´es par le Mou-
vement du poˆle. Nous pouvons les de´tailler (voir Table 1.9 et Fig. 1.10) :
• Mouvement libre de Chandler : De´placement dans la Terre de l’axe instantane´
de rotation ~ω par rapport a` l’axe ge´ographique ~OG (voir Fig. 1.11). Il est duˆ au fait que
l’axe de rotation terrestre diffe`re de l’axe d’inertie, ce qui entraˆıne que l’axe de rotation
tourne autour de ce dernier tel une toupie (avec une pe´riode d’environ 14 mois). C’est un
mouvement quasi-pe´riodique d’amplitude moyenne de 150 a` 200 mas (i.e. ≃ 450 a` 600 cm
sur Terre) (aussi appele´ Chandler Wobble ou Free nutation (i.e. Nutation Libre), ou enfin
Eulerian Nutation).
Il a e´te´ de´couvert par Euler, qui pre´disait une oscillation de pe´riode 305 jours pour
un mode`le de Terre rigide. La Terre e´tant en fait non rigide, cette oscillation libre a une
pe´riode de l’ordre de 430 jours. La pe´riode se trouve allonge´e par la de´formation rota-
tionnelle e´lastique et oce´anique de meˆme pe´riode, et raccourcie par l’existence d’un noyau
fluide (voir Fig. 1.12). Malgre´ le fait que ce mouvement soit libre, il ne disparaˆıt pas
avec le temps et est donc excite´. Les causes de cette excitation ne sont pas encore bien
e´tablies, mais il semble que les variations de pression atmosphe´rique soient la source la
plus importante dans l’excitation du terme de Chandler.
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• Terme annuel force´ : Mouvement dans la Terre de l’axe instantane´ de rotation ~ω,
de pe´riode annuelle. Il est principalement duˆ aux mouvements saisonniers des masses at-
mosphe´riques ou oce´aniques (duˆs par exemple a` l’e´chauffement du Soleil sur l’atmosphe`re)
et aux vents zonaux.
• Mouvement du poˆle de pe´riodes diurnes et sub-diurnes : Mouvement dans
la Terre de l’axe instantane´ de rotation, d’amplitude bien moindre que les phe´nome`nes
pre´ce´dents. Termes duˆs aux mare´es oce´aniques (notons que dans le cas du mouvement
du CIP, ces termes proviennent aussi des nutations de l’axe de rotation dans l’espace de
pe´riodes infe´rieures a` 2 jours dans l’espace et que l’on compte dans la Terre ; voir Fig. 1.4).
• De´rive se´culaire : De´rive se´culaire dans la Terre de l’axe instantane´ de rotation ~ω,
cause´e par des de´formations lentes de la crouˆte terrestre.
Les mode`les atmosphe´rique et oce´anique aborde´s pre´ce´demment pour la mode´lisation
des variations de la longueur du jour sont aussi utilise´s pour expliquer le mouvement
du poˆle. Les principales limitations rencontre´es de nos jours sont relatives aux me´thodes
classiques d’estimation des termes diurnes et sub-diurnes, duˆs a` des causes ge´ophysiques.
Nous aborderons ce sujet dans le §2.4.3, avec la contribution e´ventuelle de la ge´ode´sie
spatiale (i.e. avec l’apport des variations du champ de gravite´ terrestre) a` la mode´lisation
de la rotation terrestre.
Fig. 1.10 – Mouvement du poˆle : Mouvement e´quatorial de l’axe instantane´ de rotation
dans la Terre (source IERS).
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Fig. 1.11 – Mouvement libre de Chandler dans la Terre : (1) et (2) Mouvement du poˆle
instantane´ de rotation (mate´rialise´ ici par le poˆle R) autour du poˆle ge´ographique G.
Les mouvements du poˆle instantane´ de rotation autour du poˆle ge´ographique combine´s a`
l’oscillation de Chandler (voir (1), termes d’effet 20 mas) sont duˆs a` la pre´cession-nutation
de l’axe instantane´ de rotation dans l’espace (correspondant aux termes d’Oppolzer :
dans les mode`les re´cents se rapportant au CIP, ils sont compte´s dans les nutations). (3)
Mouvement du poˆle ge´ographique G autour du poˆle de rotation R, duˆ a` la rotation diurne.
305 j
+ 130 j
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rotationnelles
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d’Euler Chandler
     Périodes 435 j 
+ 30 j
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Fig. 1.12 – Oscillation de Chandler : valeur de la pe´riode correspondante diffe´rente suivant
le mode`le de Terre utilise´ (voir par exemple Lambeck 1980).
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Tab. 1.9 – Diffe´rentes composantes du mouvement du poˆle (i.e. changement d’orientation de
l’axe de rotation dans la Terre). La partie matie`re des moments cine´tiques atmosphe´rique et
oce´anique influe plus que leur partie mouvement.
Composante pe´riodique Cause
Oscillation de Mouvement libre de l’axe instantane´ de rotation :
Chandler car l’axe de rotation est non confondu avec l’axe d’inertie ;
(pe´riode = 433 jours) Ne s’estompe cependant pas ;
Doit eˆtre excite´ par des causes ge´ophysiques ;
A une amplitude variable dans le temps.
Terme annuel Atmosphe`re (70 %), Oce´ans
De´rive se´culaire Pas tre`s bien explique´ :
Rebond post-glaciaire ?
1.5.3 Variation de l’axe de rotation dans l’espace
L’orientation de l’axe de rotation terrestre varie dans l’espace, a` cause des forc¸ages
exte´rieurs de la Lune, du Soleil et des autres plane`tes (dans une moindre mesure). Ce
mouvement est le mouvement de Pre´cession-Nutation, que nous allons de´tailler :
• Pre´cession : Partie polynoˆmiale (en fonction du temps) du mouvement de l’axe
instantane´ de rotation ~ω dans l’espace (plus particulie`rement du CIP). Il provient de la
partie constante, ainsi que de variations a` tre`s longues pe´riodes, du moment exte´rieur Γ
luni-solaire agissant sur la Terre.
L’axe de rotation a un mouvement lent cyclique dans l’espace autour du poˆle de
l’e´cliptique, duˆ au renflement e´quatorial terrestre et a` l’inclinaison de la Terre par rap-
port a` l’e´cliptique. En effet, le Soleil, la Lune et les autres plane`tes exercent une attraction
gravitationnelle sur le bourrelet e´quatorial terrestre, ce qui cre´e un couple me´canique qui
attire donc l’e´quateur terrestre vers l’e´cliptique. Du fait de la rotation terrestre diurne,
ceci engendre un effet gyroscopique, c’est-a`-dire le mouvement de pre´cession : l’axe de ro-
tation de´crit un coˆne d’ouverture e´gale a` l’angle entre le bourrelet e´quatorial et l’e´cliptique.
• Nutation : Partie pe´riodique du mouvement de l’axe instantane´ de rotation ~ω
dans l’espace (et plus particulie`rement du CIP), par rapport au plan de l’e´cliptique et en
fonction du temps. Cette oscillation provient de la partie pe´riodique du moment exte´rieur
Γ luni-solaire. Newton avait pre´vu the´oriquement les nutations annuelles et semi-annuelles,
tandis que la nutation principale (i.e. nutation en 18.6 ans) a e´te´ de´couverte par Bradley,
graˆce a` des observations.
Appele´e aussi Forced Nutation, c’est une perturbation pe´riodique du mouvement de
pre´cession : oscillations de l’axe instantane´ de rotation dans l’espace, dues aux irre´gularite´s
des mouvements terrestres et lunaires, car leur position varie pe´riodiquement au cours du
temps.
La pre´cision de la mode´lisation de la pre´cession-nutation est aujourd’hui limite´e par
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la dure´e des se´ries d’e´carts aux poˆles ce´lestes, fournies par la technique VLBI (20 ans
de mesures). Ceci ne permet d’apporter aucun e´le´ment d’information sur le terme en t2
de l’expression de l’angle de pre´cession ψA, non se´parable du terme en t encore pour de
nombreuses anne´es. Nous aborderons ce proble`me dans le §2.4.3, afin de de´terminer si les
variations du champ de gravite´ peuvent apporter des e´le´ments de re´ponse.
1.6 Conclusion
Nous avons de´veloppe´ les e´quations de la rotation terrestre, pour un corps rigide
ou bien une Terre de´formable (e´ventuellement avec diffe´rentes couches), provenant du
the´ore`me du Moment Cine´tique, appele´es e´quations d’Euler-Liouville. D’autre part, nous
avons aussi de´taille´ dans ce chapitre la mode´lisation de la rotation de la Terre, pouvant
eˆtre vue comme le passage du repe`re ce´leste au repe`re terrestre. Ces e´quations font inter-
venir la matrice de rotation M ainsi que les 5 parame`tres d’orientation terrestre (EOP),
obtenus graˆce a` des mesures astrome´triques et de ge´ode´sie spatiale. Ces parame`tres se rap-
portent au poˆle ce´leste interme´diaire (CIP), qui reste toujours proche du poˆle instantane´
de rotation.
Puis nous avons montre´ les liens entre ces deux mode´lisations de la rotation de la Terre,
permettant de relier le vecteur instantane´ de rotation ~ω aux parame`tres d’orientation
terrestres (voir Eq. (1.51)), ce qui nous sera utile au Chapitre 3.
La rotation de la Terre peut donc eˆtre vue comme l’e´tude des variations (i) de l’axe
de rotation dans la Terre (§1.5.2) ou dans l’espace (§1.5.3), ainsi que (ii) de la vitesse
de rotation terrestre (§1.5.1). Nous avons de´taille´ les diffe´rentes composantes de ces va-
riations intervenant de manie`re se´culaire ou pe´riodique. La mode´lisation de la rotation
terrestre est de nos jours limite´e par les effets ge´ophysiques non encore mode´lise´s (hydro-
logie, tremblements de terre, mouvements de Terre solide, ...) et nous nous attacherons
dans la suite de cette the`se a` de´terminer si les variations du champ de gravite´ terrestre
peuvent apporter des e´le´ments de re´ponse comple´mentaires.
Nous allons de´tailler maintenant le champ de gravite´ terrestre, e´tudie´ en ge´ode´sie et
qui est soumis aux distributions de masses dans la Terre.
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Chapitre 2
Champ de gravite´ terrestre
2.1 Introduction
La force de pesanteur terrestre est le phe´nome`ne physique fondamental re´gissant la
forme moyenne de la Terre. Cette force attractive re´sulte de la force de gravitation terrestre
ainsi que de la force centrifuge induite par la rotation terrestre :
~Fpesanteur = ~Fcentrifuge + ~Fgravite´ (2.1)
La force de gravite´ terrestre, de´finie par l’existence d’une masse pour le corps Terre,
peut eˆtre caracte´rise´e par le champ de gravite´ terrestre. Ce dernier est la donne´e de
l’acce´le´ration de gravite´ en tous points terrestres.
Une surface de niveau de la pesanteur est une surface normale en tout point a` la
force de pesanteur (voir Fig. 2.1). Ainsi, comme nous pouvons e´crire que la force de pe-
santeur de´rive d’un potentiel U : ~F ∝ ~∇U , une surface de niveau de la pesanteur est
alors une surface e´quipotentielle. Ainsi, on appelle ge´o¨ıde la surface e´quipotentielle (ou de
niveau) du champ de pesanteur co¨ıncidant avec la surface moyenne du niveau des mers,
qui se prolonge sous les continents par la condition de rester normale a` toutes les lignes
de force de la pesanteur. Autrement dit, le ge´o¨ıde est la forme qu’aurait la Terre si elle
e´tait entie`rement recouverte d’oce´ans au repos. L’altitude terrestre est de´finie a` partir de
ce ge´o¨ıde. Ce dernier e´tant en tout point normal a` la force de pesanteur, et cette force
variant du fait de la re´partition he´te´roge`ne des masses a` l’inte´rieur de la Terre, la surface
des mers n’est pas lisse, mais ondule´e. La surface oce´anique est en ce sens, aux e´chelles
spatiales les plus courtes (10-500 km), la re´plique du relief du fond des oce´ans. Et plus
globalement, on peut dire que la variation du ge´o¨ıde refle`te directement la re´partition de
matie`re a` l’inte´rieur de la Terre ainsi que les anomalies du relief.
La de´termination du champ de gravite´ terrestre nous informe donc sur la re´partition
he´te´roge`ne des masses dans la Terre : il nous donne des indices sur la structure interne
terrestre. La connaissance de ce champ de gravite´ est aussi ne´cessaire pour l’e´tude du
positionnement des satellites artificiels orbitant autour de la Terre. En effet, ces derniers
sont soumis au champ gravitationnel terrestre et auront des variations de position lie´es
notamment aux variations de ce champ.
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Nous allons de´tailler comment le champ de gravite´ terrestre est mode´lise´ en ge´ode´sie
spatiale (§2.2), puis nous expliquerons comment les coefficients de Stokes caracte´risant
ce champ sont de´termine´s en pratique (§2.3). Nous de´taillerons enfin les connaissances
actuelles sur les variations du champ de gravite´, ainsi que les implications sur la rotation
terrestre (§2.4).
Terre
Equipotentielle
F
Surface
Fig. 2.1 – Surface de niveau du champ de pesanteur, en tout point normale a` cette force :
surface e´quipotentielle.
2.2 Mode´lisation en harmoniques sphe´riques
Pour la de´termination de la force gravitationnelle terrestre ~g, on utilise le potentiel
gravitationnel U duquel elle de´rive, et qui est de´fini par :
~g = ∇U (2.2)
Il est mode´lise´ sur la sphe`re graˆce aux harmoniques sphe´riques (voir Fig. 2.2) de la manie`re
suivante (voir par exemple Lambeck 1988) :
U(r, φ, λ) =
GM
r
+∞∑
n=0
n∑
m=0
(
Re
r
)n
(Cnm cosmλ + Snm sinmλ) Pnm(sin φ) (2.3)
ou` r est la distance ge´ocentrique, φ la latitude et λ la longitude du point auquel on
de´termine le potentiel ; G est la constante gravitationnelle, Re le rayon e´quatorial moyen
terrestre et M la masse de la Terre ; Cnm et Snm sont les coefficients de Stokes, de´finis de
la manie`re suivante :
Cnm =
1
MRe
n (2− δ0m)
(n−m)!
(n+m)!
∫
M
rnPnm(sinφ) cos(mλ) dM (2.4)
Snm =
1
MRe
n (2− δ0m)
(n−m)!
(n+m)!
∫
M
rnPnm(sinφ) sin(mλ) dM
ou` (r, φ, λ) sont les coordonne´es de l’e´le´ment dM et les Pnm(sin φ) sont les polynoˆmes
de Legendre (voir Table 2.1). En pratique, on utilise les coefficients de Stokes normalise´s,
de´finis de la manie`re suivante :
Cnm = βnm C¯nm Snm = βnm S¯nm (2.5)
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ou` le facteur βnm de normalisation est de´fini de la manie`re suivante (voir Table 2.2) :
β2nm = (2− δ0m)(2n+ 1)
(n−m)!
(n+m)!
(2.6)
Une telle utilisation des coefficients normalise´s s’explique afin de reme´dier a` l’augmenta-
tion tre`s rapide du de´nominateur (n+m)! dans l’e´quation (2.4), lorsqu’on monte en degre´
et en ordre dans le de´veloppement harmonique.
Fig. 2.2 – Fonctions harmoniques sphe´riques (source GRGS).
On peut faire diffe´rentes remarques quant aux particularite´s de ces coefficients de
Stokes :
– Si l’origine du repe`re conside´re´ est prise au centre de masse de la Terre, on a :
C00 = 1 et C10 = C11 = S11 = 0 (voir Annexe E).
– Lorsque m = 0, les Cn0 sont appele´s coefficients zonaux, aussi note´s −Jn et par
de´finition : Sn0 = 0.
– Lorsque n = m, les coefficients de Stokes sont dits sectoriaux.
– Lorsque n > m et m ≥ 1, Cnm et Snm sont appele´s coefficients tesse´raux.
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Tab. 2.1 – Fonctions de Legendre Pnm(sin φ) de degre´ n et d’ordre m.
Degre´ m = 0 m = 1 m = 2 m = 3
n = 0 1
n = 1 sinφ cosφ
n = 2
3 sin2 φ− 1
2
3 sin φ cosφ 3 cos2 φ
n = 3
5 sin3 φ− 3 sinφ
2
cosφ
15 sin2 φ− 3
2
15 cos2 φ sin φ 15 cos3 φ
Tab. 2.2 – Coefficients de normalisation pour les coefficients de Stokes de degre´ 2 du
potentiel gravitationnel terrestre : Cnm = βnm C¯nm et Snm = βnm S¯nm.
Ordre m β2m
0
√
5
1
√
5
3
2 1
2
√
5
3
Base the´orique de cette mode´lisation du potentiel
Montrons maintenant comment on mode´lise le potentiel gravitationnel terrestre en
se´ries d’harmoniques sphe´riques (voir par exemple Levallois & Kovalevsky 1971, Tome 4).
Tout d’abord, on peut dire que l’e´le´ment dU de potentiel d’interaction, cre´e´ par l’e´le´ment
de masse terrestre dm et agissant sur le satellite S de masse m (voir Fig. 2.3), s’exprime
par :
dU = G
m dm
δ
et si V est le volume occupe´ par la Terre, le potentiel gravitationnel duquel de´rive la force
qu’exerce la Terre sur le satellite est :
U(~r) = G
∫∫∫
~ρ∈V
m dm
|~r − ~ρ| = G
∫∫∫
~ρ∈V
m dm
δ
(2.7)
Rappelons comment on peut exprimer un rapport
1
δ
graˆce aux polynoˆmes de Legendre.
Dans le triangle OS(dm), on a :
δ2 = r2 + ρ2 − 2 r ρ cos θ (2.8)
1
δ
=
1
r
(
1− 2 ρ
r
cos θ +
ρ2
r2
)−1/2
De plus, nous avons un the´ore`me (voir par exemple Lambeck 1988) nous disant que la
fonction f qui a`
ρ
r
associe
(
1− 2ρ
r
cos θ +
ρ2
r2
)−1/2
est de´veloppable en se´rie entie`re de
ρ
r
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OS
δ
(m)
dm
z
y
x
θ
r
χ
λ
ϕ
β
ρ
Fig. 2.3 – Configuration d’un satellite S de massem orbitant autour de la Terre, subissant
donc une force perturbatrice due a` toutes les masses dm terrestres issues d’un e´le´ment de
volume.
(et est convergente pour ρ < r) par :
f
(ρ
r
)
=
∑
n≥0
(ρ
r
)n
Pn(cos θ) (2.9)
ou` les Pn sont les polynoˆmes de Legendre tels que :
Pn(x) =
n∑
2k=0
(−1)k (2n− 2k)!
2n (n− k)! (n− 2k)! k! x
n−2k (2.10)
On peut montrer que ces derniers sont solution de l’e´quation de Legendre suivante (e´quation
diffe´rentielle du deuxie`me ordre) :
(1− x2) d
2Pn
dx2
− 2x dPn
dx
+ n(n− 1)Pn = 0 (2.11)
qui nous permet alors d’e´tablir par re´currence, que :
Pn(x) =
1
2nn!
dn
dxn
[
(x2 − 1)n] (2.12)
Par conse´quent, on peut e´crire :
1
δ
=
1
r
∑
n≥0
(ρ
r
)n
Pn(cos θ) (2.13)
Si on revient maintenant a` l’e´quation (2.7), a` partir de l’e´quation (2.13), on peut
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e´crire :
U(~r) =
+∞∑
n=0
Un(~r) (2.14)
=
G m
r
+∞∑
n=0
1
rn
∫∫∫
V
ρn Pn(cos θ) dm
Ainsi, en conside´rant la masse m du satellite comme l’unite´, (x, y, z) ses coordonne´es
carte´siennes et (X, Y, Z) les coordonne´es du point d’inte´gration (a` la distance ρ), on peut
e´crire finalement :
U(~r) =
G
r
∫∫∫
V
[
1 +
+∞∑
n=1
(ρ
r
)n
Pn(cos θ)
]
dm (2.15)
= U0 +
∑
n≥1
Un
ou` le calcul des premiers termes est de´taille´ en Annexe E.
Introduisons maintenant les harmoniques sphe´riques : On appelle tout d’abord
polynoˆme harmonique d’ordre n a` 3 variables un polynoˆme Πn de degre´ n fonction de
(x, y, z), homoge`ne et ve´rifiant l’e´quation de Laplace suivante :
∂2Πn
∂x2
+
∂2Πn
∂y2
+
∂2Πn
∂z2
= 0. (2.16)
Et l’on sait qu’il est possible d’exprimer tout polynoˆme harmonique Πn en fonction des
coordonne´es (r, λ, φ) graˆce aux fonctions harmoniques sphe´riques Sn d’ordre n :
Πn(r, λ, φ) = r
n Sn(λ, φ). (2.17)
Comme le potentiel gravitationnel U satisfait l’Equation de Laplace en dehors de la
sphe`re terrestre : ∆U = 0, on peut alors le de´velopper en harmoniques sphe´riques, par
l’interme´diaire des e´le´ments Un de l’e´quation (2.15) :
U(r, λ, φ) =
µ
r
[
1 +
+∞∑
n=1
n∑
m=0
(
Re
r
)n
Pnm(sin φ) [Cnm cosmλ+ Snm sinmλ]
]
(2.18)
ou` r est la distance depuis le satellite jusqu’au centre de la Terre, λ est la longitude du
satellite, φ est sa latitude, µ = GM , n est le degre´ du de´veloppement, m son ordre et Re le
rayon e´quatorial terrestre, car rayon de la sphe`re de re´fe´rence (i.e. englobant entie`rement
le corps).
2.3 De´termination pratique des coefficients du po-
tentiel de gravite´
Le champ de gravite´ est de´termine´ a` l’aide des coefficients de Stokes, jusqu’a` un certain
degre´ et un certain ordre. De nos jours, typiquement, la ge´ode´sie spatiale permet d’obtenir
un mode`le de champ jusqu’au degre´ 120.
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L’e´tude du positionnement des satellites artificiels permet la de´termination des coef-
ficients du champ de gravite´ terrestre. En effet, ceux-ci sont des parame`tres du mode`le
de l’orbite du satellite. Par ajustement des parame`tres du mode`le aux observations de
l’orbite, on remonte ainsi aux coefficients du champ de gravite´ (voir Levallois & Ko-
valevsky 1971, Tome 4). Ceci ne´cessite (1) le calcul de l’orbite du satellite en fonction
des conditions initiales, du mode`le de forces utilise´ et des e´quations du mouvement (i.e.
inte´gration d’orbite), ainsi que (2) l’orbite mesure´e, provenant des mesures de position-
nement des satellites (te´le´me´trie laser, techniques DORIS ou GPS ; voir Table 1.4 pour
le de´tail des observables dans chacune des techniques). Ainsi, des mode`les de forces de
plus en plus pre´cis sont requis pour re´pondre aux besoins de la de´termination des or-
bites, et re´ciproquement, des syste`mes de mesure de plus en plus pre´cis sont de´veloppe´s
et permettent d’ame´liorer les mode`les de forces.
Nous allons tout d’abord de´tailler les e´quations du mouvement du satellite (en se
basant sur le proble`me des deux corps perturbe´) utilise´es dans les logiciels d’orbitographie,
afin de de´terminer les coefficients du champ de gravite´ par ajustement avec des donne´es
de mesure de positionnement des satellites. La re´solution nume´rique de ces e´quations
sera de´taille´e dans le Chapitre 6. Ensuite, nous de´taillerons la me´thode d’ajustement
par moindres carre´s permettant de minimiser l’e´cart quadratique entre les mesures et les
mode`les de positionnement du satellite.
2.3.1 Equations du mouvement d’un satellite artificiel : Proble`me
des deux corps perturbe´
La Terre ne pouvant pas eˆtre assimile´e a` un objet ponctuel comme dans le proble`me
des deux corps classique, elle est conside´re´e comme sphe´ro¨ıdale. Les forces perturbatrices
agissant sur le satellite sont :
– D’origine gravitationnelle : Potentiel terrestre, attraction de la Lune, du Soleil et
dans une moindre mesure des autres plane`tes ;
– D’origine non gravitationnelle : Freinage atmosphe´rique, pression de radiation so-
laire, albe´do terrestre.
Ceci implique que le champ de gravitation n’est alors plus ke´ple´rien. Les e´le´ments orbitaux
(a, e, i, ω,Ω,M) du satellite sont ainsi fonction du temps : on les de´finit alors comme les
e´le´ments osculateurs de l’ellipse pour une date t donne´e (voir Fig. 2.4 ainsi que l’Annexe
F). Et la me´thode des perturbations consiste a` calculer les e´carts a` un mouvement de
re´fe´rence ke´ple´rien.
Dans le syste`me de re´fe´rence ce´leste ge´ocentrique, les e´quations du mouvement d’un
corps ponctuel S (de masse ne´gligeable par rapport a` celle de la Terre) soumis a` une force
centrale newtonienne sont :
~¨r = −µ ~r
r3
(2.19)
ou` ~r est le vecteur position du satellite et µ = G M ou` M est la masse du corps central.
Les e´quations du mouvement perturbe´ sont alors :
~¨r = −µ ~r
r3
+
∑
i
~Fi (2.20)
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Fig. 2.4 – Ele´ments orbitaux d’un satellite S orbitant autour de la Terre (P est le pe´rige´e
de l’orbite et N est le noeud ascendant de l’orbite).
ou` les ~Fi sont les diffe´rentes forces perturbatrices agissant sur le satellite. Un certain trai-
tement analytique permet d’aboutir aux e´quations plane´taires de Lagrange, nous donnant
les variations des e´le´ments orbitaux, en fonction du potentiel perturbateur V (Levallois
& Kovalevsky 1971, Tome 4) :
da
dt
=
2
n a
∂V
∂M
de
dt
=
1− e2
n a2 e
∂V
∂M
−
√
1− e2
n a2 e
∂V
∂ω
di
dt
=
cot i
n a2
√
1− e2
∂V
∂ω
− 1
n a2 sin i
√
1− e2
∂V
∂Ω
(2.21)
dM
dt
= n− 2
n a
∂V
∂a
− 1− e
2
n a2 e
∂V
∂e
dω
dt
=
√
1− e2
n a2 e
∂V
∂e
− cot i
n a2
√
1− e2
∂V
∂i
dΩ
dt
=
1
n a2 sin i
√
1− e2
∂V
∂i
ou` n est le moyen mouvement du satellite et l’on pourra se re´fe´rer a` l’Annexe F pour
la description des e´le´ments orbitaux du satellite. Notons qu’en pratique, de nos jours,
ces e´quations de Lagrange ne sont en ge´ne´ral pas utilise´es afin de calculer les orbites des
satellites.
On peut noter que les e´quations de Lagrange (2.21) sont une forme particulie`re
des e´quations de Gauss, lorsque l’on suppose que les forces perturbatrices (forces at-
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mosphe´riques de surface, albe´do, pression de radiation solaire, potentiel gravitationnel
terrestre, ...) de´rivent d’un potentiel V (i.e. ~F = 1
m
~∇V ).
De plus, pour de petites excentricite´s e ou de petites inclinaisons i, qui interviennent
dans les de´nominateurs des seconds membres des e´quations pre´ce´dentes, il peut y avoir
un proble`me nume´rique. Dans ce cas, on est amene´ a` introduire de nouvelles variables
dans le proble`me.
2.3.2 Me´thode des moindres carre´s pour la restitution d’orbite
On cherche a` minimiser la ”distance” entre l’orbite du satellite calcule´e et celle me-
sure´e, afin d’ajuster le mode`le de trajectoire choisi aux donne´es de mesure. Cette mi-
nimisation utilise la me´thode des moindres carre´s que nous allons expliciter. Nous nous
sommes pour cela base´ sur Pelat (2000) et inspire´ de Zarrouati (1997).
On dispose de donne´es de mesure zobs entache´es d’erreurs. Les observations zobs as-
socie´es a` l’orbite (par exemple, temps aller d’un signal e´lectromagne´tique du satellite a`
un re´cepteur terrestre) vont nous permettre d’atteindre les ve´ritables valeurs cherche´es
Zvrai a` travers la relation additive suivante :
zobs = Zvrai(x˜0, ˙˜x0,α,β, t) + ǫ (2.22)
ou` α repre´sente un certain nombre de parame`tres de mode`le dont de´pend l’expression
des forces perturbatrices, et β repre´sente un certain nombre de constantes physiques dont
de´pend la mode´lisation des mesures. On appelle ǫ le bruit de mesure, que l’on suppose
parfois de moyenne nulle (i.e. il y a une distribution gaussienne des erreurs, mais il n’y a
pas d’erreur syste´matique). De plus, x˜0 et ˙˜x0 sont respectivement la position et la vitesse
initiale du satellite.
L’estimateur de Zvrai, note´ Ẑ , minimise l’e´cart quadratique des observations a` un
mode`le choisi. L’estimation correspondante du ”bruit” (ou re´sidu), note´e ǫ̂, est : ǫ̂ =
zobs − Ẑ.
L’ajustement d’orbite consiste a` de´terminer par correction diffe´rentielle
certains des parame`tres (α,β, x˜0, ˙˜x0). On doit faire un choix dans les parame`tres a`
ajuster et on diffe´rentie :
– χ de dimension p (p≪ nombre d’observations ) : vecteur des parame`tres a` ajuster,
– γ : vecteur des parame`tres que l’on renonce a` ajuster.
On notera alors que le vecteur (α,β)t comporte les meˆmes termes que le vecteur (χ,γ)t.
Afin d’ajuster de manie`re quadratique les parame`tre du mode`le, on line´arise celui-ci
au voisinage de valeurs nominales a priori raisonnablement proches des ve´ritables valeurs
cherche´es, selon la formule de Taylor :
zobs = zN +B δχ−K δγ − ǫ (2.23)
ou` zN est l’observable tire´e des parame`tres du mode`le a priori, et :
– B est la matrice (M × p) des de´rive´es partielles des M mesures par rapport aux p
parame`tres a` ajuster ;
Bij =
∂zN i
∂χj
, i = 1, ...,M et j = 1, ..., p (2.24)
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Si on cherche a` de´terminer les variations temporelles du champ de gravite´, la matrice
B (dite matrice normale) comprendra les de´rive´es des mesures par rapport aux
coefficients du champ dont on cherche a` de´terminer les valeurs a` diffe´rents instants t
(on obtiendra ainsi une se´rie temporelle des coefficients de Stokes de degre´ et ordre
choisis).
– K est la matrice (M × p′) des de´rive´es partielles des M mesures par rapport aux p′
parame`tres non ajuste´s,
– δχ et δγ sont les corrections des parame`tres χ et γ.
On cherche alors a` minimiser l’expression suivante :
S = (zobs − (zN +B δχ))t V −1 (zobs − (zN +B δχ))
= U t W U
(2.25)
ou` l’on a :
– U est le vecteur re´sidu e´gal a` (−ǫ−K δγ),
– V est la matrice de variance-covariance des observations, et
– W = V
−1
est la matrice de ponde´ration permettant d’accorder plus ou moins d’im-
portance a` telle ou telle mesure.
Afin de re´soudre ce proble`me des moindres carre´s et donc de minimiser l’expression
pre´ce´dente, on est amene´ a` re´soudre les e´quations normales suivantes :
∂S
∂(δχ)
= 0 (2.26)
(B
t
W B) δχ = B
t
W (zobs − zN )
dont la solution nous donne l’estimateur au sens des moindres carre´s des e´carts δχ,
que l’on cherche a` de´terminer :
δ̂χ = (B
t
W B)−1 B
t
W (zobs − zN ) (2.27)
Entre autre δ̂χ pourra eˆtre la correction a` apporter au mode`le de champ de gravite´ choisi
(i.e. aux coefficients de Stokes imple´mente´s) afin d’obtenir le re´sultat de l’ajustement et
donc le nouveau mode`le, en accord avec les mesures utilise´es.
On peut noter la ne´cessite´ d’une part d’un mode`le de mouvement introduisant la
dynamique et les forces de perturbation (voir e´quations (2.21)), puis d’autre part d’un
mode`le de mesures (matrice B Eq. (2.24)) (i.e. mode´lisation des mesures des techniques de
ge´ode´sie spatiale dans le logiciel de restitution d’orbite), comme nous l’avons de´ja` aborde´.
Ensuite on re´sout les e´quations (2.27) de manie`re nume´rique, ou` la matrice B de´pend en
fait des mode`les imple´mente´s. Si on s’inte´resse aussi aux re´sidus de l’ajustement effectue´,
la me´thode des moindres carre´s nous donne l’estimateur suivant : V̂ = B δ̂χ−(zobs − zN ).
Le but est qu’il soit le plus petit possible.
Nous avons vu finalement que (i) les observations du positionnement des satellites
artificiels, ainsi que (ii) les mode`les de forces imple´mente´s dans les logiciels d’orbitographie,
nous permettent d’ajuster les parame`tres souhaite´s de nos mode`les, et notamment les
parame`tres du mode`le du champ de gravite´ terrestre que sont les coefficients de Stokes
Clm et Slm.
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2.4 Variations temporelles du champ de gravite´ ter-
restre
Les variations temporelles du champ de gravite´ terrestre sont dues a` des redistributions
de masses dans la Terre solide, l’atmopshe`re et l’hydrosphe`re (oce´an, re´servoirs continen-
taux, glaciers ...), ainsi qu’a` des e´changes entre ces diffe´rentes couches (voir Table 2.3
et Chao 1994, pour les diffe´rentes causes possibles). L’e´tude de ces variations tempo-
relles peut alors nous apporter des informations ge´ophysiques pre´cieuses, notamment sur
l’inte´rieur de la Terre solide. Nous allons nous inte´resser aux diffe´rentes e´tudes mene´es
dans ce domaine (§2.4.1), ainsi qu’aux diffe´rents phe´nome`nes temporels observe´s dans ces
variations (§2.4.2). Nous aborderons enfin les contributions possibles du champ de gravite´
variable a` la rotation terrestre (§2.4.3).
Tab. 2.3 – Causes possibles pour les variations temporelles du champ de gravite´.
Contributions possibles
Mare´es lunisolaires (terrestres et oce´aniques) IERS Conventions 2003
(Figs. 7.7 et 7.9)
Redistributions de masses atmosphe´riques Chao & Au 1991, Chao & Eanes 1995
(Fig. 7.6)
Variation de stockage des eaux souterraines
Variation d’e´paisseur du manteau neigeux
de glace
Redistributions de masses oce´aniques (Niveau des mers)
Tremblements de Terre Chao & Gross 1987
Rebond post-glaciaire dans le manteau terrestre Yoder et al. 1983, Rubincam 1984
Effet se´culaire
Convection du manteau / Mouvements techtoniques
Effet se´culaire
Activite´ du noyau
Effet se´culaire
2.4.1 De´termination graˆce a` la te´le´me´trie laser sur satellite
L’e´tude des variations temporelles du champ de gravite´ terrestre a commence´ dans les
anne´es 1980, avec l’apport des donne´es de la te´le´me´trie laser sur satellite (SLR, Satellite
Laser Ranging) (Nerem et al. 1993, Tapley et al. 1993, Schutz et al. 1993 et Gegout &
Cazenave 1993a) :
• Les satellites ge´ode´siques Lageos I , Lageos II et Starlette lance´s respectivement en
1976, 1992 et 1975 sont situe´s en haute altitude (environ 5000 km au-dessus de la crouˆte
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terrestre) et ne souffrent donc pas des perturbations dues aux frottements atmosphe´riques.
• Ces satellites ont de plus une grande densite´ ainsi qu’une forme caracte´ristique (forme
de boule), permettant la diminution des perturbations orbitales exte´rieures (pression de
radiation solaire, ...).
C’est pourquoi ils ont une orbite tre`s stable. De plus, ils montrent une pre´cession du noeud
ascendant de leur orbite, lie´e aux premiers zonaux de degre´s pair du champ de gravite´
terrestre :
d
dt
δΩ = α ∆J2 + β ∆J4 + γ ∆J6 + ... (2.28)
ou` les coefficients devant les zonaux de´pendent des e´le´ments orbitaux des satellites. Ainsi,
par les mesures pre´cises de positionnement des satellites laser, on a une assez bonne sen-
sibilite´ afin de de´terminer les variations temporelles de ces coefficients.
Cependant, par ces mesures de te´le´me´trie laser sur satellite, on n’a acce`s qu’a` une com-
binaison line´aire des variations temporelles de certains coefficients du champ de gravite´
terrestre (combinaison appele´e lumped ; voir Eq. (2.28)). Pour de´correller ces diffe´rents
coefficients zonaux, on a donc besoin de plusieurs satellites. En effet, ceci est duˆ au fait
que les termes devant les coefficients zonaux du potentiel de gravite´ dans l’e´quation (2.28)
de´pendent des e´le´ments orbitaux du satellite. Utiliser plusieurs satellites avec des e´le´ments
orbitaux diffe´rents permettra donc d’obtenir plusieurs e´quations relatives aux coefficients
de Stokes zonaux, afin de les re´soudre.
Pre´cisons que le coefficient le plus e´tudie´ jusqu’a` pre´sent a e´te´ J2 = −C20 (valeur 1000
fois plus grande que les valeurs des autres coefficients). C’est aussi la contribution princi-
pale aux variations temporelles du champ de gravite´ terrestre, et lors de toutes les e´tudes
mene´es graˆce aux donne´es des satellites positionne´s par te´le´me´trie laser, diffe´rentes compo-
santes ont e´te´ de´tecte´es dans ses variations temporelles. Il est inte´ressant de les comparer
avec des donne´es atmosphe´riques, oce´aniques ou hydrologiques pour faire apparaˆıtre les
possibles contributions ge´ophysiques aux variations du champ de gravite´, et entrevoir une
analyse physique de ces re´sultats. Nous allons nous inte´resser dans la suite a` ces diffe´rentes
composantes se´culaire et pe´riodiques.
2.4.2 Variations du coefficient C20
Les variations temporelles de C20 = −J2 traduisent les variations de l’ellipticite´ ter-
restre (ou aplatissement terrestre). Ce sont des redistributions de masses de l’e´quateur
vers les poˆles, ou inversement. D’apre`s les diffe´rentes e´tudes faites depuis une vingtaine
d’anne´es, deux cate´gories de variations temporelles ont e´te´ de´tecte´es dans ce coefficient :
– Variation se´culaire,
– Variations saisonnie`res,
dont nous allons parler plus en de´tails.
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Variation se´culaire J˙2
Yoder et al (1983) ont mis en e´vidence une diminution se´culaire (respectivement aug-
mentation se´culaire) dans les donne´es de J2 (respectivement de C20). Ceci traduisait une
diminution de l’aplatissement terrestre, qui fut explique´e par l’effet du rebond postgla-
ciaire (Rubincam 1984). Autrement dit, depuis l’e`re glaciaire et la fonte d’une partie des
calottes polaires, il y a une relaxation progressive du manteau terrestre visco-e´lastique.
Tout au long de la de´cennie suivante, de nouvelles e´tudes ont e´te´ poursuivies avec Lageos
I ou II et Starlette, afin d’e´valuer l’amplitude de cette variation se´culaire (voir Table 2.4).
Cependant, vers les anne´es 1998, on a constate´ un changement de pente dans les va-
riations de J2. Ce changement indiquerait que l’aplatissement terrestre a alors tendance
a` re´augmenter. Ce phe´nome`ne a e´te´ e´tudie´ depuis par de nombreuses e´quipes (Cox &
Chao 2002), (Cazenave & Nerem 2002), (Dickey et al. 2002). Il semble que certains l’ex-
pliquent par une conside´ration rigoureuse des redistributions de masses globales a` grande
e´chelle, des grandes latitudes vers les re´gions e´quatoriales, dans le syste`me {Terre solide -
Atmosphe`re - Hydrosphe`re}. Ils conside`rent alors notamment les effets e´lectromagne´tiques
a` la frontie`re noyau-manteau, les phe´nome`nes d’El Nino ou bien encore les e´changes hydro-
logiques dans le Pacifique et les redistributions de masses glaciaires (Dickey et al. 2002).
Tab. 2.4 – Valeur de la pente se´culaire observe´e dans les variations de J2.
Auteurs Secular variation of J2 Dure´e de l’e´tude Sat. utilise´s
(/an)
Yoder et al. 1983 −3× 10−11 5 ans et demi Lageos I
Nerem et al. 1993 −2.6× 10−11 1980-1989 Lageos-1
Schutz et al. 1993 −2.5 (±0.3)× 10−11 1975-1990 Starlette
Cazenave et al. 1995 −3.0 (±0.5)× 10−11 1984-1994 Lageos-1 & 2
Eanes & Bettapdur 1995 −2.56 (±0.34)× 10−11 Lageos-1,Starlette
Nerem & Klosko 1995 −2.77 (±0.25)× 10−11 1986-1994 Lageos-1 & 2,
Ajisai, Starlette
Bianco et al. 1998 −2.5 (±0.7)× 10−11 1985-1997 Lageos-1 & 2
Bourda & Capitaine 2004 −2.5 (±0.2)× 10−11 1985-1998 GRIM5
Lemoine et al. 2004 −9.4× 10−12 ∗ 1985-2004 Lageos-1 & 2
Morisson & Stephenson, 1997 −3.4 (±0.6)× 10−11 Sur 2000 ans Donne´es d’e´clipses
(*) Tendance estime´e dans cette e´tude-la` sur la pe´riode 1985-2004, et non plus 1985-1998.
Variations saisonnie`res
Lorsqu’on retire la variation se´culaire de J2, les variations saisonnie`res (annuelles ou
semi-annuelles) peuvent eˆtre e´tudie´es (Chao & Au 1991). Les variations annuelles sont
pre´dominantes et bien explique´es par la contribution atmosphe´rique au ∆C20 (Chao &
Eanes 1995).
Afin de calculer the´oriquement la contribution atmosphe´rique aux variations de J2, on
utilise une formule (voir par exemple Chao 1994) prenant en compte les redistributions
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de masses atmosphe´riques et l’effet de surcharge qu’elles cre´ent sur la crouˆte terrestre :
∆J2(t) = −1 + k
′
2
M g R
2
e
∫
∆p(θ, λ, t) P2(cos θ) sin θ dθ dλ (2.29)
ou` M est la masse terrestre, Re est le rayon e´quatorial terrestre moyen, g est la gravite´
terrestre moyenne en surface, k′2 est un nombre de Love de degre´ 2 caracte´risant l’e´lasticite´
terrestre (Farrel 1972) et ∆p(θ, λ, t) est l’e´cart a` une pression moyenne, en chaque point
terrestre (θ, λ) d’une grille (ECMWF), toutes les 6 heures. Pour utiliser cette formule, on
suppose que l’oce´an re´agit a` l’effet de surcharge de l’atmosphe`re tel un barome`tre inverse
(hypothe`se IB, i.e. de barome`tre inverse). Ceci s’ave`re re´aliste, puisque l’on s’inte´resse
aux grandes longueurs d’onde spatiales comme J2, et a` de grandes e´chelles de temps sur
lesquelles les masses d’eau peuvent se re´e´quilibrer de manie`re hydrostatique face aux va-
riations de pression atmosphe´rique.
La contribution atmosphe´rique e´tant soustraite, il reste les contributions oce´aniques,
hydrologiques ainsi que d’autres effets non encore mode´lise´s. Lors de toutes les e´tudes
cite´es pre´ce´demment, les variations temporelles d’autres coefficients zonaux ont e´te´ e´tudie´es,
telles celles de J3 ou J4. Dans la Table 2.5, nous nous sommes focalise´s sur J2 = −C20,
car c’est un coefficient harmonique sphe´rique intervenant dans la the´orie de la rotation
terrestre (via les moments d ’inertie terrestres pour la vitesse de rotation, voir §3.3.1 ; et
via l’ellipticite´ dynamique pour la pre´cession-nutation, voir §3.3.3).
Tab. 2.5 – Amplitude des variations saisonnie`res observe´es dans J2.
Auteurs Variations saisonnie`res dans J2 Dure´e de l’e´tude
Gegout & Cazenave 1993a 1.43× 10−10 (annuel) 1985-1989
0.76× 10−10 (1/2 annuel)
Cheng & Tapley 1999 1.25 (±0.1)× 10−10 (annuel) 1993-1995
140 (±10)◦ (phase)
2.4.3 Contributions a` la Rotation de la Terre : Connaissances
actuelles, Limitations et Progre`s
Les variations du champ de gravite´ terrestre correspondent a` des redistributions de
masses observe´es de manie`re globale, autrement dit se produisant dans la Terre globale.
Par contre, les observations des variations des parame`tres d’orientation terrestres (EOP)
concernent le manteau de la Terre seul (elles sont en fait relatives a` la crouˆte terrestre,
mais cette dernie`re est conside´re´e comme solidaire du manteau). Ces variations des EOP
sont dues a` des redistributions de masses, mais aussi a` des mouvements des couches fluides
(atmosphe`re, oce´ans) agissant sur le manteau terrestre, a` des effets du couple exte´rieur
agissant sur le manteau, et a` des couplages entres les diffe´rentes composantes.
Par conse´quent, pour comple´ter la mode´lisation de la rotation de la Terre avec des
donne´es de variations du champ de gravite´ terrestre, il faudra tenir compte de ces diffe´rences
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(notamment dans les Chapitres 9 et 10). Comparer les donne´es des variations des EOP
avec celles des variations du champ de gravite´ ne´ce´ssitera donc de retirer aux premie`res
les termes duˆs aux mouvements et aux couplages du noyau et des corps exte´rieurs.
La de´termination des variations se´culaires et a` tre`s longue pe´riode du coefficient J2 =
−C20 est tre`s utile pour l’interpre´tation des variations a` tre`s long terme de la vitesse de
rotation terrestre (Morrison & Stephenson 1997). Le changement de pente observe´ dans
les se´ries de J2 (et son interpre´tation ge´ophysique) est tre`s inte´ressant en cela.
Les se´ries temporelles de coefficients du champ de gravite´ disponibles ont ge´ne´ralement
un pas en temps de 10 jours minimum (en ge´ne´ral c’est meˆme 1 mois). Par conse´quent,
les phe´nome`nes diurnes et sub-diurnes non encore bien mode´lise´s dans le mouvement du
poˆle (voir §1.5.3) ne pourront pas eˆtre e´tudie´s avec ce genre de donne´es.
La tendance se´culaire de J2 (terme line´aire dans les variations de J2) est relie´e au
terme en t2 de l’angle de pre´cession en longitude ψA. D’apre`s le §1.5.3, ce dernier est jus-
tement mal de´termine´ par les observations VLBI. Par conse´quent, nous pourrons utiliser
les de´terminations de J˙2 par la ge´ode´sie spatiale pour essayer de comple´ter la mode´lisation
de la rotation terrestre.
2.5 Conclusion
Le champ de gravite´ terrestre est primordial dans l’e´tude du positionnement des sa-
tellites artificiels, en tant que mode`le de forces gravitationnelles terrestres. A l’inverse,
l’orbitographie des satellites artificiels nous donne acce`s a` la de´termination de ce champ
gravitationnel terrestre. Il est mode´lise´ sur la sphe`re terrestre a` l’aide du potentiel gravita-
tionnel et des coefficients de Stokes Cnm et Snm. Les variations de ces derniers peuvent eˆtre
de´termine´es graˆce aux satellites positionne´s par te´le´me´trie laser (tels Lageos I, Lageos II,
Stella, Starlette). Elles nous donnent acce`s aux redistributions des masses a` l’inte´rieur de
la Terre, et par conse´quent a` certains termes des variations des parame`tres d’orientation
terrestre (EOP), comme nous le montrerons dans le Chapitre 3. Nous verrons e´galement
dans la deuxie`me partie de la the`se, a` l’aide du satellite GRACE, comment nous pou-
vons de´terminer d’une manie`re diffe´rente les variations temporelles du champ de gravite´
terrestre. Finalement, nous avons confronte´ les caracte´ristiques des donne´es de variations
du champ de gravite´ a` celles des EOP et nous en avons retire´ des diffe´rences notables a`
prendre en compte pour les Chapitres 9, 10 et 11.
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Chapitre 3
Liens entre Champ de gravite´ et
Rotation terrestre
3.1 Introduction
La rotation terrestre de´pend de la distribution des masses a` l’inte´rieur de la Terre
(via leur influence sur les e´le´ments du tenseur d’inertie qui intervient dans les e´quations
dynamique de la rotation terrestre). Cette distribution des masses peut aussi eˆtre relie´e
au champ de gravite´ terrestre et plus particulie`rement a` ses variations. Nous pouvons
donc the´oriquement relier les parame`tres d’orientation terrestres (EOP) aux variations
du champ de gravite´. Les e´quations relatives a` la longueur du jour et au mouvement
du poˆle ont de´ja` e´te´ e´tablies dans d’autres e´tudes (voir par exemple Lambeck 1988 ou
Gross 2000), mais cette e´tude est l’une des premie`res a` utiliser les donne´es de variations
temporelles du champ de gravite´ afin d’en e´tudier l’influence sur la mode´lisation et la
connaissance des EOP. Nous pouvons ajouter que l’e´tude relative a` la pre´cession-nutation
(Bourda & Capitaine 2004) est originale en ce sens qu’elle utilise les donne´es de ge´ode´sie
spatiale de variations de C20 afin d’e´tudier leur influence sur les angles de pre´cession (par
l’interme´diaire de l’ellipticite´ dynamique H). De manie`re ge´ne´rale, ces donne´es de ge´ode´sie
spatiale (i.e. variations temporelles des coefficients du champ de gravite´) seront utilise´es
en comple´ment d’autres sources car la ge´ode´sie spatiale n’observe pas la rotation de la
Terre dans son ensemble : pour chacun des EOP, seulement une partie de l’information
est fournie par les coefficients du champ de gravite´ (i.e. la partie matie`re).
De nos jours, graˆce aux techniques laser sur satellite et aux nouvelles missions gra-
vime´triques (i.e. CHAMP, GRACE), nous avons acce`s aux variations temporelles des
coefficients du potentiel gravitationnel terrestre. En paralle`le, les mesures des EOP (par
exemple, VLBI) deviennent de plus en plus pre´cises et la mode´lisation des EOP ne´cessite
alors de conside´rer les phe´nome`nes ge´ophysiques engendrant des variations de l’orienta-
tion de la Terre en dessous de la centaine de microsecondes de degre´s (et de l’ordre de la
dizaine de µs pour la vitesse de rotation).
Nous e´tudierons comment ce lien entre rotation terrestre et champ de gravite´ peut
eˆtre utilise´ afin d’ame´liorer la connaissance des phe´nome`nes de variation de l’orientation
terrestre. Tout d’abord, nous allons de´tailler (§3.2) les liens entre les coefficients du po-
tentiel gravitationnel et les moments d’inertie terrestres. Ensuite nous verrons comment
cela nous permet de relier l’orientation de la Terre a` son champ de gravite´, en conside´rant
successivement chaque parame`tre d’orientation terrestre : (i) la longueur du jour, (ii)
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les coordonne´es du poˆle et (iii) les angles de pre´cession-nutation. Nous en e´tudierons les
conse´quences pratiques dans la troisie`me partie de la the`se.
3.2 Liens entre coefficients de Stokes et moments d’iner-
tie terrestres
Nous allons tout d’abord donner le lien entre la distribution des masses a` l’inte´rieur
de la Terre et les coefficients du potentiel gravitationnel terrestre d’ordre deux (voir par
exemple Lambeck 1988). Les coefficients de Stokes du potentiel terrestre (voir Eq. (2.4)),
de par leur de´finition, peuvent eˆtre relie´s aux moments d’inertie de la Terre (voir Annexe
B) par les relations suivantes (de´monstration en Annexe G) :
C20 = −
I33 − 12(I11 + I22)
M R2e
(3.1)
C21 = − I13M R2e
(3.2)
C22 =
I22 − I11
4M R2e
(3.3)
S21 = − I23M R2e
(3.4)
S22 = − I12
2 M R2e
(3.5)
ou`M et Re sont la masse et le rayon e´quatorial de la Terre, respectivement.
D’un autre coˆte´, les relations inverses exprimant les moments d’inertie terrestres
en fonction des coefficients de Stokes du potentiel gravitationnel terrestre peuvent eˆtre
de´duites (voir par exemple Gross 2000) :
I11 = A+∆I11 =
1
3
Tr(I) +
1
3
M R2e C20 − 2M R2e C22 (3.6)
=
1
3
Tr(I) +
1
3
√
5 M R2e C¯20 −
√
5
3
M R2e C¯22
I22 = B +∆I22 =
1
3
Tr(I) +
1
3
M R2e C20 + 2 M R2e C22 (3.7)
=
1
3
Tr(I) +
1
3
√
5 M R2e C¯20 +
√
5
3
M R2e C¯22
I33 = C +∆I33 =
1
3
Tr(I)− 2
3
M R2e C20 (3.8)
=
1
3
Tr(I)− 2
3
√
5M R2e C¯20
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I12 = ∆I12 = −2 M R2e S22 (3.9)
= −
√
5
3
M R2e S¯22
I13 = ∆I13 = −M R2e C21 (3.10)
= −
√
5
3
M R2e C¯21
I23 = ∆I23 = −M R2e S21 (3.11)
= −
√
5
3
M R2e S¯21
ou` Tr(I) correspond a` la trace de la matrice d’inertie I (i.e. la somme des e´le´ments dia-
gonaux de cette matrice).
Pour un corps ayant une syme´trie de re´volution (i.e. ∆I11 = ∆I22) et dans le cas ou`
la trace du tenseur d’inertie est conserve´e
∑i=3
i=1∆Iii = 0 (Rochester & Smylie 1974), on
peut alors e´crire (voir par exemple Lambeck 1980) :
∆C20 = −∆I33 −∆I11M R2e
= −∆I33 +
1
2
∆I33
M R2e
= −3
2
∆I33
M R2e
(3.12)
3.3 Lien avec chacun des parame`tres d’orientation
terrestre
Les variations des moments d’inertie sont relie´es aux fluctuations des parame`tres
d’orientation terrestres (EOP), il en re´sulte des e´quations liant la rotation terrestre aux
coefficients du champ de gravite´, comme nous allons le voir a` pre´sent pour chacun des
EOP.
Notons que pour le ∆(LOD) et le mouvement du poˆle, nous nous attacherons a` se´parer
les parties matie`re et mouvement des fonctions d’excitation contribuant aux variations de
ces EOP, car les coefficients du potentiel de gravite´ correspondent a` la partie matie`re de
ces fonctions d’excitation.
3.3.1 Vitesse de rotation terrestre : Dure´e du jour
Conside´rons tout d’abord le parame`tre d’orientation terrestre qu’est l’e´cart de la lon-
gueur du jour, que nous noterons ici ∆(LOD), par rapport a` la longueur du jour solaire
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de re´fe´rence LODre´fe´rence (tel que LODre´fe´rence = 86400 s SI). Il peut eˆtre de´fini par l’in-
terme´diaire du vecteur instantane´ de rotation : ~ω = (ω1, ω2, ω3)
t = Ω (m1, m2, 1 +m3)
t,
ou` Ω est la vitesse de rotation terrestre de re´fe´rence. En effet, on peut e´crire (voir par
exemple, Munk & MacDonald 1960 ou Lambeck 1980) :
∆(LOD) = LODre´el − LODre´fe´rence (3.13)
= k
2π
ω3
− k 2π
Ω
= k
[
2π
Ω(1 +m3)
− 2π
Ω
]
≃ k
[
2π
Ω
(1−m3)− 2π
Ω
]
= −k 2π
Ω
m3
= −LODre´fe´rence×m3
ou` k = 1.00273781191135448 (Capitaine et al. 2000) est le facteur de conversion du jour
stellaire en jour solaire moyen, tel que : LODre´fe´rence = k
2π
Ω
= 86400 s = 24 h. On a
donc finalement :
− ∆(LOD)
LODre´fe´rence
= m3 (3.14)
Dans le cas ou` le manteau est de´couple´ du noyau (redistribution de masse s’effectuant
sur plusieurs jours), on peut exprimer m3 graˆce aux e´quations de Liouville (voir Eq. (1.28)
ou Eq. (1.29)). Dans ce cas, on a :
• S’il y a des effets de surcharge duˆs a` c33 sur la crouˆte terrestre :
m3(t) = ψ3 =
1
Ω Cm
∫ t
0
L3(t) dt− (1 + k′2)
c33
Cm
− h3
Cm Ω
(3.15)
• S’il n’y a pas d’effets de surcharge duˆs a` c33 sur la crouˆte terrestre :
m3(t) = ψ3 =
1
Ω Cm
∫ t
0
L3(t) dt− c33
Cm
− h3
Cm Ω
(3.16)
ou` Cm est le moment principal d’inertie axial du manteau terrestre, c33 est la partie
variable du moment principal d’inertie axial terrestre (voir Annexe B), h3 est le moment
cine´tique relatif axial et L3 la troisie`me composante du couple exte´rieur luni-solaire. En
ne conside´rant pas le couple exte´rieur dans l’e´quation (3.15) (ou bien Eq. (3.16)) (nous
n’e´tudions pas cet effet, que nous devrons retirer des donne´es), et en supposant que les
autres processus que l’atmosphe`re et les oce´ans affectant c33 ne produisent pas d’effets de
surcharge sur la crouˆte terrestre, on e´crit alors :
∆(LOD)
LODre´fe´rence
= (1 + k′2)
c33
Atm, Ocean
Cm
+
c33
Autre Origine
Cm
+
h3
Cm Ω
(3.17)
Or d’apre`s l’e´quation (3.8), l’incre´ment d’inertie (∆I33 = c33) de I33 s’e´crit :
c33(t) =
1
3
∆Tr(I)(t)− 2
3
M R2e ∆C20(t) (3.18)
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ou` ∆Tr(I)(t) et ∆C20(t) sont les e´carts temporels a` la partie constante correspondante,
a` chaque instant t. Dans notre proble`me, nous conside´rons que le syste`me global (Terre-
Atmosphe`re-Oce´ans) voit sa masse conserve´e, sous les de´formations subies. Ceci implique
que ∆Tr(I)(t) = 0 (Rochester & Smylie 1974), a` chaque instant t (i.e. la trace du tenseur
d’inertie est invariante au cours du temps). D’apre`s les e´quations (3.17) et (3.18), on peut
alors e´crire :
∆(LOD)
LODre´fe´rence
= −(1 + k′2)
2
3 Cm
M R2e
√
5 ∆C¯Atm, Ocean20 (3.19)
− 2
3 Cm
M R2e
√
5 ∆C¯Autre Origine20 +
h3
Cm Ω
ou` ∆C¯20 correspond aux variations temporelles du coefficient harmonique sphe´rique de
degre´ 2 et d’ordre 0 du potentiel gravitationnel terrestre, pour un syste`me terrestre global.
En d’autres termes, toutes les composantes (couches fluides, Terre solide, ...) doivent eˆtre
conside´re´es pour les contributions a` ∆C¯20 a` chaque instant.
Nous pre´senterons les applications nume´riques de cette the´orie dans la troisie`me partie
de la the`se (chapitre 9).
3.3.2 Orientation de l’axe de rotation dans la Terre : Mouve-
ment du poˆle
Le mouvement p = xp − i yp du poˆle (CIP) dans le repe`re terrestre est re´gi par les
e´quations (1.39) (voir §1.2.2). On s’est place´ dans le cas ou` le manteau est de´couple´ du
noyau et ou` les autres fonctions d’excitation que l’atmosphe`re et les oce´ans sont suppose´es
ne pas engendrer d’effets de surcharge sur la crouˆte terrestre. D’apre`s les e´quations (3.10)
et Eq. (3.11), on peut donc e´crire :
p+
i
σ0
p˙ =
k0
k0 − k2
h
Ω (Cm − Am) (3.20)
−
√
5
3
k0
k0 − k2
1 + k′2
Cm − Am M R
2
e (C¯21 + i S¯21)
Atm, Ocean
−
√
5
3
k0
k0 − k2
1
Cm − Am M R
2
e (C¯21 + i S¯21)
Autre Origine
ou` C¯21 et S¯21 sont les coefficients harmoniques sphe´riques (de degre´ 2 et d’ordre 1) du
potentiel de gravite´ terrestre.
Ainsi, si on re´sout ces deux e´quations diffe´rentielles (par exemple dans le domaine de
Fourier), on obtient :
p(t) = −i σ0
∫ +∞
−∞
f(τ) H(t− τ) e iσ0(t−τ) dτ
= p(t0) e
iσ0(t−τ) − i σ0 e iσ0t
∫ t
t0
f(τ) e−iσ0τ dτ (3.21)
ou` f(t) repre´sente le second membre de Eq. (3.20) et H(t) est la fonction d’Heaviside.
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Cependant, nous pre´fe`rerons comparer directement la fonction d’excitation ”ge´ode´sique”
du mouvement du poˆle (obtenue graˆce aux donne´es des coordonne´es du poˆle par l’IERS)
au second membre de l’Eq. (3.20), issu des donne´es de variations temporelles du champ
de gravite´. En effet, re´soudre directement Eq. (3.21) peut entraˆıner des erreurs relatives
au mouvement de Chandler alors mal conside´re´.
Nous e´tudierons les implications pratiques de ces e´quations dans la dernie`re partie de
la the`se, et plus particulie`rement au chapitre 10.
3.3.3 Orientation de l’axe de rotation dans l’espace : Precession-
Nutation
La pre´cession et la nutation sont les composantes principales des parame`tres d’orienta-
tion terrestre caracte´risant l’orientation de l’axe de rotation dans l’espace. Le phe´nome`ne
de pre´cession-nutation est duˆ aux effets gravitationnels de la Lune, du Soleil et des
autres plane`tes du syste`me solaire sur le bourrelet e´quatorial terrestre. La pre´cession
de l’e´quateur peut eˆtre relie´e a` l’ellipticite´ dynamique terrestre H, directement en cause
dans les e´quations. Quant a` ce dernier parame`tre H, il peut eˆtre relie´ au coefficient gravi-
tationnel J2 caracte´risant l’aplatissement terrestre. Des e´tudes ante´rieures ont de´ja` montre´
l’influence des variations se´culaires de J2 sur la pre´cession de l’e´quateur (Williams 1994 ;
Capitaine et al. 2003) ou bien de ses variations pe´riodiques sur la nutation (Souchay
& Folgueira 1999 ; Lambert & Capitaine 2004). Nous ferons ici intervenir les variations
de J2 dans la de´termination de la pre´cession-nutation, par l’interme´diaire du coefficient
d’aplatissement dynamique terrestre H (Bourda & Capitaine 2004).
Equations de la pre´cession
Les deux angles principaux de la pre´cession de l’e´quateur ψA et ωA (voir Fig. 1.7) sont
calcule´s graˆce aux e´quations diffe´rentielles suivantes (voir Eq. (29) de Williams 1994, ou
bien Eq. (24) de Capitaine et al. 2003) (e´quations de base de Woolard 1953) :
sinωA
dψA
dt
= (rψ sin ǫA) cosχA − rǫ sinχA
dωA
dt
= rǫ cosχA + (rψ sin ǫA) sinχA (3.22)
ou` rψ et rǫ sont respectivement les vitesses de pre´cession en longitude et en obliquite´, ǫA
est l’obliquite´ de l’e´cliptique de la date et χA est l’angle de pre´cession plane´taire. Des ex-
pressions re´centes de ces quantite´s sont donne´es dans Capitaine et al. (2003). L’expression
de la contribution totale des vitesses de pre´cession rψ (en longitude) et rǫ (en obliquite´)
est de´taille´e dans Williams (1994) et Capitaine et al. (2003). On peut l’e´crire en fonction
du temps t et de cos ǫ, de la manie`re suivante :
rψ = (f00 + f10 t+ f20 t
2) + (f01 + f11 t + f21 t
2) cos ǫ + (3.23)
(f02 + f12 t) cos
2 ǫ+ (f03 + f13 t) cos 2ǫ/ sin ǫ+ ...
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L’angle ǫ e´tant de´pendant du temps (ǫ = ǫ0 + ǫ1 t + ǫ2 t
2 + ǫ3 t
3) et les quantite´s ǫ1, f02,
f03 (etc ...) e´tant petites, on peut e´crire rψ comme rψ = r0 + r1 t+ r2 t
2 + r3 t
3, avec :
r0 = f00 + f01 cos ǫ0 + f02 cos
2 ǫ0 + f03 cos 2ǫ0/ sin ǫ0 + ... (3.24)
r1 = f10 − f01 ǫ1 sin ǫ0 + f11 cos ǫ0 + f12 cos2 ǫ0 + ... (3.25)
ou` ǫ0 est l’obliquite´ de l’e´cliptique a` J2000.0. Le principal terme du premier ordre dans
r0 est une contribution lunisolaire note´e f01|LS cos ǫ0, telle que (Kinoshita 1977, Dehant &
Capitaine 1997) :
f01|LS = 3 H
(
mm
mm +m⊕
M0
F2
3
n2m
Ω
+
m⊙ S0
m⊙ +mm +m⊕
n2⊙
Ω
)
(3.26)
= km M0 + ks S0
avec H l’aplatissement dynamique terrestre, mm la masse de la Lune, m⊕ la masse de la
Terre, m⊙ la masse du Soleil, nm le moyen mouvement de la Lune autour de la Terre,
n⊙ le moyen mouvement de la Terre autour du Soleil, Ω la vitesse moyenne de rotation
terrestre, F2 un facteur pour la distance moyenne de la Lune, S0 et M0 les amplitudes
des termes solaire et lunaire (respectivement) de fre´quence nulle (i.e. parties constantes
pour la Lune et le Soleil, respectivement, du de´veloppement de 1
2
(
a
r
)3
(1− 3 sin2 β) ; voir
Kinoshita 1977), et :
km = 3 H
mm
mm +m⊕
1
F2
3
n2m
Ω
= H Km (3.27)
ks = 3 H
m⊙
m⊙ +mm +m⊕
n2⊙
Ω
= H Ks (3.28)
Les valeurs nume´riques de ces quantite´s donne´es par Souchay & Kinoshita (1996) sont :
M0 = 496303.66× 10−6
S0 = 500210.62× 10−6
km = 7546
′′.7173289 /cy (3.29)
ks = 3475
′′.1883295 /cy
f01|LS cos ǫ0 = 5040
′′.6445 /cy
et (Kinoshita 1977) :
F2 = 0.999093142
Le lien entre la pre´cession de l’e´quateur (angles ψA et ωA) et l’aplatissement dynamique
terrestre (H) se de´duit des e´quations (3.22)-(3.24), Eq. (3.26) et Eq. (3.31) du prochain
paragraphe. H est relie´ a` f01|LS par :
H =
f01|LS
Km M0 +Ks S0
(3.30)
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De´termination de l’aplatissement dynamique terrestre par des valeurs obser-
vationnelles de la pre´cession
On peut e´crire l’expression (3.24) de r0 comme :
r0 = f01|LS cos ǫ0 + f01|PL cos ǫ0 (3.31)
+ H × effets lunisolaires du deuxie`me ordre
+ H × effet duˆ a` l’inclinaison de la Lune, induite par J2 et les plane`tes
(J2 and planetary tilt effect)
+ contribution en J4 du potentiel terrestre
− pre´cession ge´ode´sique
+ effets non line´aires (Mathews et al. 2002)
ou` f01|PL est le terme du premier ordre de la contribution plane´taire (e´galement propor-
tionnel a` H).
De manie`re ge´ne´rale, H est calcule´ graˆce a` des valeurs observationnelles de r0. Les
mesures de r0 sont corrige´es en enlevant des mode´lisations pour les diffe´rentes contri-
butions autres que l’effet lunisolaire du premier ordre, de´taille´es dans l’e´quation (3.31).
Dans ce cas, nous obtenons une valeur de f01|LS , qui est le seul terme d’amplitude assez
conse´quente (de l’ordre de 5000”/cy) pour eˆtre sensible a` de petits changements de la
valeur de l’ellipticite´ dynamique H de la Terre. Par conse´quent, graˆce a` l’e´quation (3.30),
nous pouvons de´duire la valeur de H des mesures de r0, a` l’aide d’un mode`le pour le terme
lunisolaire du premier ordre Km M0 +KS S0 (voir Fig. 3.1).
Cependant, la valeur de H varie selon les e´tudes conside´re´es et l’on constate des
diffe´rences pouvant atteindre 10−7 (voir Table 3.1). Ceci est duˆ (i) aux diffe´rentes valeurs
nume´riques utilise´es pour M0, S0, KM et KS par les auteurs dans Eq. (3.30), puis (ii) aux
diffe´rents mode`les imple´mente´s lors de l’utilisation de Eq. (3.31) afin d’en de´duire f01|LS ,
et enfin (iii) aux diffe´rentes valeurs et observations utilise´es pour r0 dans Eq. (3.31) (voir
Fig. 3.1 ; Fig. 1 de Dehant & Capitaine 1997 ; Fig. 5 de Dehant et al. 1999). En effet,
d’une part les mesures optiques donnent des valeurs de la vitesse ge´ne´rale de pre´cession
en longitude pA compte´e par rapport a` l’e´cliptique de la date, alors que les mesures de
VLBI sont repe´re´es par rapport au repe`re ce´leste de re´fe´rence. De manie`re ge´ne´rale, ψA
est de´veloppe´ sous forme polynoˆmiale comme : ψA = ψ0 + ψ1 t + ψ2 t
2 + ψ3 t
3. Dans
la Table 3.1, on rappelle les diffe´rentes valeurs utilise´es pour (i) ψ1 (i.e. la vitesse de
pre´cession en longitude, telle que : ψ1 = r0), directement obtenu des mesures VLBI, et
(ii) p1 qui est la valeur de la pre´cession de´termine´e observationnellement dans le cas op-
tique : ψ1 = p1 + χ1 cos ǫ0 (Lieske et al. 1977).
L’imple´mentation du mode`le de pre´cession-nutation UAI 2000, par Mathews et al. (2002),
est lui base´ sur une nouvelle me´thode, utilisant des conside´rations ge´ophysiques. Ils
ajustent neuf parame`tres de re´fe´rence pour la Terre (BEP, Basic Earth Parameters),
dont l’ellipticite´ dynamique terrestre H.
Nous avons ainsi de´taille´ comment l’ellipticite´ dynamique H intervenait dans les
e´quations de la pre´cession de l’e´quateur et comment on la de´terminait de manie`re as-
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Fig. 3.1 – Me´thode de de´termination astronomique classique de l’ellipticite´ dynamique
H : les 3 sources de diffe´rences pour la valeur de H obtenue sont note´es (i), (ii) et (iii).
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Tab. 3.1 – Comparaison de diffe´rentes constantes utilise´es pour la de´termination de l’ellipticite´
dynamique terrestre (H) dans diffe´rentes e´tudes : (1) la vitesse de pre´cession en longitude (ψ1),
(2) la vitesse ge´ne´rale de pre´cession en longitude (p1), (3) la pre´cession ge´ode´sique (pg) et (4)
l’obliquite´ de l’e´cliptique a` J2000.0 (ǫ0). La valeur observationnelle effectivement utilise´e est
note´e en gras.
(1) (2) (3) (4)
Sources H ψ1 p1 pg ǫ0
(× 103) (———————– en ”/cy ———————)
Lieske et al. 1977 5038.7784 5029.0966 -1.92 23◦26′21′′.448
Kinoshita 1977
et Seidelmann 1982 3.2739935 5038.7784 5029.0966 -1.92 23◦26′21′′.448
Williams 1994 3.2737634 5038.456501 5028.7700 -1.9194 23◦26′21′′.409
Souchay & Kinoshita 1996 3.2737548 - 5028.7700 -1.9194 23◦26′21′′.448
Bretagnon et al. 1997 3.2737671 5038.456488 5028.7700 -1.919883 23◦26′21′′.412
Bretagnon et al. 2003 - 5038.478750 5028.792262 -1.919883 23◦26′21′′.40880
Fukushima 2003 3.2737804 5038.478143 5028.7955 -1.9196 23◦26′21′′.40955
Capitaine et al. 2003 3.27379448 5038.481507 5028.796195 -1.919883 23◦26′21′′.406
Mathews et al. 2002 3.27379492 5038.478750 5028.7923 -1.9198 23◦26′21′′.410
tronomique. Nous allons maintenant montrer le lien entre H et le coefficient J2 = −C20
du potentiel gravitationnel terrestre, de´crivant l’aplatissement terrestre.
Relation entre H et C20 :
Dans le cas d’une Terre rigide, sachant que J2 = − C20 = −
√
5 C¯20, on peut e´crire
(Lambeck 1988) :
H =
(
C − A +B
2
)
/C =
M Re
2
C
J2 (3.32)
= −M Re
2
C
C20
= −
√
5
M Re
2
C
C¯20
ou` A, B and C sont les moments principaux d’inertie terrestres, M la masse de la Terre,
Re le rayon e´quatorial terrestre moyen, et C¯20 le coefficient de Stokes normalise´ de degre´
2 et d’ordre 0 du ge´opotentiel.
Mais la Terre e´tant e´lastique, conside´rons de petites variations de H, de C20 et du
troisie`me moment principal d’inertie de la Terre (C e´tant sa partie constante et c33 sa
partie variable). On obtient alors :
H total =
M Re
2
C
1
1 + c33
C
J2 total (3.33)
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c33/C e´tant une petite quantite´ de l’ordre de 10
−8, on conside`re un de´veloppement de
Taylor de (1 + c33/C)
−1 en fonction de c33/C. L’expression totale de H peut alors s’e´crire :
H total =
MRe
2
C
J2 total
(
1− c33
C
+
(c33
C
)2
+ ...
)
(3.34)
ou` MRe
2/C × (c33/C)n J2 total pour n ≥ 1 est au maximum de l’ordre de 10−11. Dans ce
cas, en conside´rant se´pare´ment les parties constantes et variables dans Eq. (3.34), puis en
tenant compte de Eq. (3.32), on obtient :
∆H =
MRe
2
C
∆J2 = −
√
5
MRe
2
C
∆C¯20 (3.35)
ou` ∆J2 = −∆C20 = −
√
5 ∆C¯20 correspond aux variations du coefficient de Stokes J2. De
manie`re ge´ne´rale, on e´crit : ∆J2 ∝ c33/C (Lambeck 1988 ; Eq. (3.12)).
Variations temporelles de H : proble`me de de´termination - The´orie de Clairaut
En se re´fe´rant a` l’e´quation (3.35), afin de de´terminer les variations temporelles de H
a` partir de ∆C20, il nous faut l’expression de C/MRe
2. Cependant, ces trois valeurs M ,
Re et C ne sont pas de´termine´es pre´cise´ment de manie`re se´pare´e. Habituellement, les
valeurs de J2 et H sont directement utilise´es afin de de´duire la valeur de ce rapport. Pour
notre proble`me, il nous faut utiliser la the´orie de Clairaut, impliquant quelques hypothe`ses
simplificatrices : on suppose que la Terre est en e´quilibre hydrostatique et qu’elle est un
ellipso¨ıde de re´volution. On ne´glige alors les termes d’ordre supe´rieur a` l’aplatissement.
On peut rappeler l’e´quation d’e´quilibre hydrostatique, dans le cas ou` les forces conside´re´es
de´pendent d’un potentiel V , ou` p est la pression et µ est la densite´ du corps :
dp = µ dV (3.36)
a) Aplatissement ǫ de la surface e´quipotentielle d’un fluide en rotation
Pour le de´veloppement de ce paragraphe, nous nous sommes re´fe´re´s a` Levallois (Tome
3, 1970) et a` Melchior (Tome 2, 1971). Le potentiel de pesanteur d’un sphe´ro¨ıde de
re´volution limite´ par une surface de niveau s’e´crit a` l’ordre 2 :
V (r, λ, θ) =
GM
r
[
1−
(
Re
r
)2
J2
3 cos2 θ − 1
2
]
+
1
2
ω2r2 sin2 θ (3.37)
ou` G = 6.673× 10−11 m3 kg−1 s−2 est la constante gravitationnelle, ω = 7.292115× 10−5
rad s−1 la vitesse moyenne de rotation terrestre et (r, λ, θ) la rayon, la longitude et la
colatitude au point conside´re´. Au rayon e´quatorial (r = Re et θ = π/2) le potentiel est le
suivant :
Ve =
GM
Re
[
1 +
J2
2
]
+
1
2
ω2Re
2 (3.38)
et au rayon polaire (r = Rp et θ = 0) on a :
Vp =
GM
Rp
[
1−
(
Re
Rp
)2
J2
]
(3.39)
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La de´finition Eq. (H.1) de l’aplatissement ge´ome´trique terrestre ǫ a de´ja` e´te´ donne´e en
Annexe H. Nous avons ainsi :
Rp = Re (1− ǫ) (3.40)
Par conse´quent, au premier ordre, on peut e´crire :
Rp ≃ Re
1 + ǫ
(3.41)
De plus, une surface e´quipotentielle correspond a` V = Constante, donc Ve = Vp =
Constante. Par conse´quent, graˆce a` Eq. (3.38), Eq. (3.39) et Eq. (3.41), en ne conside´rant
pas les termes en ǫ2 et ǫJ2 du second ordre, nous pouvons e´crire au premier ordre :
ω2 Re
2
2
=
GM
Re
(
ǫ− 3
2
J2
)
(3.42)
Cela nous permet de de´duire l’aplatissement ge´ome´trique de la surface e´quipotentielle
en fonction de quantite´s connues. La premie`re relation de Clairaut, valable au premier
ordre, est ainsi :
ǫ =
q
2
+
3
2
J2 (3.43)
ou` q, repre´sentant le rapport entre la force centrifuge et la pesanteur a` la surface d’une
sphe`re de rayon Re, est appele´ constante ge´odynamique :
q =
ω2Re
3
GM
(3.44)
= 3.461391 10−3 , selon l’IAG (Groten 1999)
Nous pouvons aussi conserver tous les termes de l’ordre du carre´ de l’aplatissement ǫ,
et obtenir alors la formule du second ordre (Melchior, Tome 2, 1971) :
ǫ =
q
2
+
3
2
J2 +
9
8
J2
2 − 3
14
J2q − 11
56
q2 (3.45)
quant a` la formule d’ordre 3 (Levallois, Tome 3, 1970), elle est la suivante :
ǫ =
q
2
+
3
2
J2 +
9
8
J2
2 − 3
14
J2q − 11
56
q2 +
27
16
J2
3 +
9
98
qJ2
2 +
93
784
q2J2 +
9
98
q3 (3.46)
b) Expression du rapport C/MRe
2
Dans ce paragraphe, nous nous re´fe´rons a` Melchior (Tome 3, 1972), en ce qui concerne
la the´orie de Clairaut pour une masse fluide he´te´roge`ne discontinue en rotation. Nous
rappelons l’e´quation de Radau (voir Eq. (70) dans Melchior) :
ǫ− q/2
H
= 1− 2
5
√
1 + η =
1
λ
(3.47)
ou` λ est appele´ parame`tre de d’Alembert et η le parame`tre de Radau, tel que :
η =
5q
2ǫ
− 2 (3.48)
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En remplac¸ant dans Eq. (3.47) ǫ par Eq. (3.43), on obtient :
C
MRe
2 =
2
3λ
=
2
3
(
1− 2
5
√
1 + η
)
(3.49)
Nos tests ont montre´ qu’utiliser Eq. (3.45) pour l’expression de ǫ dans Eq. (3.48) donne
de meilleurs re´sultats (en ce sens ou` l’on s’e´loigne alors moins de la valeur IAG 1999
(Groten 1999) de C
MRe2
).
Nous pre´sentons dans la Table 3.2 les diffe´rentes valeurs de H obtenues. Nous notons
(i) H∗ la valeur obtenue par la me´thode de Clairaut de´taille´e ci-dessus, et (ii) H∗∗ celle
utilisant directement les valeurs nume´riques de Re, C et M . Ces deux valeurs sont cal-
cule´es graˆce a` Eq. (3.32) et a` une valeur pour J2 e´gale a` 1.0826358 10
−3 (valeur de la
partie constante de J2 issue de nos donne´es (Biancale et al. 2002)). Elles sont diffe´rentes
des valeurs de H de l’IAG (Groten 1999) et de MHB (Mathews et al. 2002) ge´ne´ralement
utilise´es. Ceci est duˆ a` (i) l’hypothe`se d’e´quilibre hydrostatique dans la the´orie de Clai-
raut, et (ii) la mauvaise de´termination des valeurs de Re, C etM . Ceci introduira donc des
erreurs dans la de´termination de ∆H, que nous allons de´tailler dans le paragraphe suivant.
Par la suite, nous utiliserons la valeur de C/
(
MRe
2
)
de´termine´e graˆce a` la the´orie de
Clairaut, note´e avec une (*) dans la Table 3.2. La valeur de H correspondante est : H∗ =
3.26715240 10−3.
Tab. 3.2 – Comparaison de diffe´rentes valeurs du coefficient C/
(
MRe
2
)
et de la partie constante
de H : (1) Valeurs de l’IAG (Groten 1999) - (2) Valeurs MHB (Mathews et al. 2002) - (3)
Partie constante H∗∗ obtenue avec Eq. (3.32) utilisant les valeurs de l’IAG pour M , Re et C
- (4) Me´thode de “Clairaut”, supposant l’e´quilibre hydrostatique. Les deux dernie`res me´thodes
utilisent : C¯20 = −4.841695 × 10
−4 dans Eq. (3.32) (i.e. J2 = 1.0826358 × 10
−3). Le sens du
calcul dans chaque cas est indique´ par les fle`ches.
(1) (2) (3) (4)
IAG (1999) MHB 2000 Valeurs IAG pour The´orie de
M , Re and C Clairaut
C/
(
M Re
2
)
0.330701 0.330698 0.330722∗∗ 0.331370∗
±2× 10−6
⇑ ⇑ ⇓ ⇓
H 3.273763× 10−3 3.27379492× 10−3 H∗∗ = 3.27355562× 10−3 H∗ = 3.26715240× 10−3
±2× 10−8
c) Estimation de l’erreur
Nous pouvons estimer l’erreur introduite dans la de´termination de ∆H par l’utilisation
de la the´orie de Clairaut de´taille´e plus haut. En effet, si nous conside´rons la valeur MHB
comme la plus re´aliste pour H (voir Table 3.2), l’erreur relative faite sur le calcul de H∗
est :
σH =
HMHB −H∗
HMHB
≃ 2× 10−3 (3.50)
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Nous estimons ainsi que l’erreur est de l’ordre de 0.2 %. Par conse´quent, en calculant
la partie variable de H avec les donne´es de ∆C20, on engendre une erreur maximale de
l’ordre de :
|∆Hreal −∆H∗| ≃
(
2× 10−3)× (2× 10−9)
≃ 4× 10−12 (3.51)
en supposant que la valeur maximale de ∆H est de l’ordre de 2 × 10−9 (issue du ∆C20
provenant des mare´es solides ; voir Fig. 7.8 et §7.2.2). Ainsi, si on tient compte des valeurs
de ∆H et de leur pre´cision, on peut alors conside´rer que l’erreur induite est ne´gligeable.
On peut donc utiliser la valeur de C/
(
M Re
2
)
de´duite de la the´orie de Clairaut afin de
de´duire ∆H a` partir de ∆J2 = −∆C20.
Me´thode pour re´soudre les e´quations de la pre´cession base´es sur des valeurs
de ∆H
Nous nous sommes base´s pour cette e´tude sur l’article de Capitaine et al. (2003), note´
dans la suite P03, afin de re´soudre les e´quations diffe´rentielles Eq. (3.22) en remplac¸ant
H par H + ∆H (en utilisant Eq. (3.23)-(3.26) et Eq. (3.31)). On commence par utiliser
les valeurs initiales de P03 pour les variables ωA, ψA, ǫA, χA et pA, qui sont repre´sente´es
par des polynoˆmes du temps et on se base sur les valeurs nume´riques de´taille´es dans la
Table 3.3. On re´sout Eq. (3.22) en meˆme temps que les autres e´quations (e.g. voir Eq. (26)
et Eq. (28) dans P03) a` l’aide du logiciel GREGOIRE (Chapront 2003) qui traite des se´ries
de Fourier et de Poisson. On ite`re le processus jusqu’a` ce que l’on obtienne la convergence
de la solution.
Tab. 3.3 – Valeurs nume´riques utilise´es dans cette e´tude : H, ψ1 et ω1 sont des constantes
d’inte´gration (Capitaine et a. 2003).
Valeurs initiales a` J2000.0
H HMHB = 3.27379492× 10−3
ψ1 5038
′′.481507/cy
ω1 −0′′.02575/cy
p1 5028
′′.796195/cy
χ1 10
′′.556403/cy
ǫ0 84381
′′.406 = 23◦26′21′′.406
Contributions a` la vitesse de pre´cession en longitude (en ′′/cy)
Terme lunisolaire du 1er ordre 5494.062986× cos ǫ0 ≃ 5040.7047
Terme plane´taire du 1er ordre 0.031
Pre´cession ge´ode´sique −1.919882
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De manie`re plus pratique, nous montrerons dans la troisie`me partie de la the`se (cha-
pitre 11) comment nous avons exactement proce´de´ avec l’ajustement des variations tem-
porelles de H graˆce aux donne´es de ∆C20, afin de les introduire dans les e´quations de la
pre´cession et d’en de´duire ce que cela peut nous apporter comme informations nouvelles.
3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons explicite´ les liens existant entre le champ de gravite´ et les
fluctuations de la rotation terrestre. Plus pre´cise´ment, nous avons e´tabli les relations entre
les coefficients de Stokes du potentiel gravitationnel terrestre de degre´ 2 et les moments
d’inertie de la Terre (§3.2), puis nous avons de´montre´ que ces derniers pouvaient eˆtre
relie´s aux variations des parame`tres d’orientation terrestre (§3.3).
L’exce`s de la longueur du jour ∆(LOD) de´pend notamment des variations ∆C20 du
coefficient du potentiel gravitationnel terrestre de degre´ 2 et d’ordre 0, par l’interme´diaire
des variations du moment principal d’inertie polaire I33 (§3.3.1). Le mouvement du poˆle
p (p = xp − i yp) et les coefficients de Stokes C21 et S21 du potentiel gravitationnel
terrestre sont lie´s dans une e´quation diffe´rentielle (§3.3.2) ou` interviennent les fonctions
d’excitation effectives des couches fluides de la Terre. Enfin, nous avons e´tabli la relation
entre les e´quations de la pre´cession de l’e´quateur et l’ellipticite´ dynamique terrestre H.
Ce dernier parame`tre e´tant lie´ au coefficient C20, il est possible d’introduire l’influence de
∆C20 dans les e´quations de la pre´cession-nutation, par l’interme´diaire des variations ∆H
(§3.3.3).
Ces trois points the´oriques seront confronte´s aux observations (i.e. champ de gravite´
variable, EOP ou encore moments cine´tique des couches fluides) dans la troisie`me partie
de cette the`se.
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Chapitre 4
Conclusion de la Premie`re Partie
Dans cette premie`re partie, nous avons de´taille´ la parame´trisation de l’orientation
terrestre (avec 5 EOP), ainsi que sa mode´lisation graˆce aux e´quations de Liouville (pour
une Terre non rigide de´formable) qui permettent d’e´tudier les influences ge´ophysiques
sur la rotation terrestre. Nous avons aussi rappele´ comment les variations du champ de
gravite´ e´taient de´termine´es a` travers l’ajustement de mode`les d’orbites avec des mesures
de positionnement des satellites artificiels. Nous avons ensuite montre´ dans le Chapitre
3 comment ces variations temporelles du champ de gravite´ sont relie´es aux parame`tres
d’orientation terrestre.
De nos jours, on a atteint une limite dans la mode´lisation de la rotation de la Terre
base´e sur les mesures astrome´triques et ge´ode´siques. Les mesures de variations du champ
de gravite´ terrestre concernent des redistributions de masses dans la Terre globale, nous
allons donc tester si elles peuvent nous permettre de comple´ter la mode´lisation de la
rotation de la Terre (effets hydrologiques, tremblements de terre, etc ...).
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Deuxie`me partie
Missions CHAMP et GRACE :
e´tudes nume´riques et utilisation de
donne´es ge´ode´siques
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Chapitre 5
Missions satellitaires gravime´triques
re´centes
5.1 Introduction
Depuis la fin des anne´es 1950 et le lancement des satellites Spoutnik par les sovie´tiques,
de nombreux engins spatiaux ont e´te´ envoye´s en orbite autour de la Terre. Certains de ces
satellites, notamment ceux dont le positionnement est re´alise´ par te´le´me´trie laser (voir
Table 5.1 et Fig. 5.1), sont approprie´s a` la de´termination du champ de gravite´ de la
Terre (en pratique, de´termination des coefficients de Stokes). Pre´cisons que les fonctions
harmoniques sphe´riques (adapte´es a` la repre´sentation d’un champ proche de la structure
sphe´rique ; de´veloppement du potentiel de gravite´) de´finissent tout un spectre de longueurs
d’onde indique´es par le degre´ n et l’ordrem des harmoniques : la longueur d’onde se de´duit
de la longueur de la circonfe´rence divise´e par le degre´ selon la formule :
λ =
40000
n
km (5.1)
L’ordre m indique la fre´quence des de´formations en longitude.
L’e´tude de l’e´volution des parame`tres orbitaux des satellites dont le positionnement
est mesure´ par te´le´me´trie laser (voir Fig. 5.2) nous donne acce`s e´galement aux variations
temporelles de certains des coefficients harmoniques sphe´riques du champ (voir § 2.4).
Cependant, ces satellites e´tant situe´s de manie`re ge´ne´rale a` haute altitude (≃ 5000 km), ils
sont moins sensibles aux coefficients de haut degre´ du champ de gravite´ (longueurs d’onde
plus faibles) refle´tant des phe´nome`nes de plus petite e´chelle spatiale (voir Eq. (5.1)).
Par conse´quent, l’arrive´e des satellites CHAMP et GRACE est importante dans la
de´termination de ces variations temporelles des coefficients du champ de gravite´ terrestre :
(i) Tout d’abord ces satellites sont situe´s en altitude basse. Ils subissent donc d’im-
portants frottements atmosphe´riques, phe´nome`nes assez mal mode´lise´s jusqu’a` pre´sent.
Cependant, ils posse`dent des acce´le´rome`tres embarque´s qui permettent de mesurer en
temps re´el ces forces de frottement subies par le satellite. Ainsi, situe´s bas en altitude,
ils permettent de mieux de´terminer les coefficients du champ de gravite´ terrestre de plus
haut degre´.
(ii) De plus, le satellite GRACE est en fait compose´ de deux satellites co-orbitaux,
de´livrant une mesure de distance inter-satellite. Ainsi, on peut atteindre dore´navant les
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variations des coefficients du champ de gravite´ terrestre par la mesure directe de la varia-
tion de distance inter-satellite entre GRACE-A et GRACE-B, induite par les variations
de gravite´ terrestre sous-jacentes.
Nous allons donc de´tailler dans les parties 5.2 et 5.3 les missions CHAMP et GRACE,
respectivement.
Tab. 5.1 – Liste de satellites artificiels dont le positionnement est mesure´ par te´le´me´trie
laser et dont l’e´tude permet de de´terminer le champ de gravite´ terrestre (GRIM5).
Nom du Date du Altitude Inclinaison Excentricite´ Organisme
satellite lancement (km) (degre´s) (ou Pays)
Starlette Fe´vrier 1975 815 50 0.021 CNES
LAGEOS-1 Mars 1976 5850 110 0.005 USA
Ajisai Aout 1986 1485 50 0.001 Japon
ERS-1 Juillet 1991 780 99 0.001 ESA
LAGEOS-2 Octobre 1992 5625 53 0.014 USA et Italie
TOPEX Aout 1992 1350 66 0.000 NASA et CNES
Stella Septembre 1993 815 99 0.021 CNES
ERS-2 Avril 1995 800 99 0.001 ESA
CHAMP Juillet 2000 474 87 0.004 GFZ
JASON 2001 1336 66 0.000 NASA et CNES
GRACE Mars 2002 485-500 89 <0.005 NASA et GFZ
ENVISAT Mars 2002 800 98 0.001 ESA
5.2 Mission CHAMP
Le satellite CHAMP (CHAllenging Minisatellite Payload for geoscience and applica-
tion ; voir Fig. 5.3) a e´te´ lance´ le 15 Juillet 2000, depuis la base de Plesetsk en Russie.
C’est une mission visant a` envoyer un satellite en orbite basse dans l’atmosphe`re, afin
d’atteindre de plus hauts degre´s dans les coefficients du champ de gravite´ terrestre, graˆce
a` un acce´le´rome`tre embarque´ mesurant en temps re´el les forces surfaciques agissant sur le
satellite. Le but d’une telle mission est de mieux de´terminer le champ de gravite´ terrestre.
Elle a e´te´ initie´e au GFZ-Potsdam (GeoForschungsZentrum Potsdam, Allemagne) par le
Professeur Christoph Reigber, en collaboration avec d’autres laboratoires e´trangers. Le
CNES a notamment participe´ en fournissant l’acce´le´rome`tre STAR (Space Triaxial Ac-
celerometer for Research applications) avec l’ONERA (Office National d’Etudes et de
Recherches Ae´rospatiales), mais aussi en participant au traitement des donne´es CHAMP
ainsi qu’a` l’exploitation de celles-ci dans diffe´rents domaines de la science.
Cette mission comporte e´galement des expe´riences concernant le champ magne´tique
terrestre, l’ionosphe`re et l’atmosphe`re.
De´taillons maintenant les instruments de la mission CHAMP permettant de de´terminer
le champ de gravite´ terrestre, puis rappelons les enjeux scientifiques ainsi que les re´sultats
obtenus (voir Reigber et al. 2002a).
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Fig. 5.1 – Constellation de satellites artificiels dont la mesure du positionnement est
faite par te´le´me´trie laser sur satellite, nous donnant la de´termination des coefficients du
potentiel de gravite´ terrestre (source ILRS).
Fig. 5.2 – Technique de te´le´me´trie laser sur satellite, permettant d’obtenir la distance du
satellite depuis la station terrestre de mesure (source ILRS).
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Fig. 5.3 – Satellite artificiel CHAMP.
5.2.1 Instruments a` bord
Les instruments embarque´s sur le satellite CHAMP (voir Fig. 5.4) permettant la
de´termination du champ de gravite´ terrestre sont les suivants :
• Acce´le´rome`tre STAR (Spatial Triaxial Accelerometer for Research)
Place´ au centre de gravite´ du satellite, il permet la mesure en temps re´el des forces
surfaciques (i.e. non gravitationnelles) agissant sur le satellite, tels les frottements at-
mosphe´riques, la pression de radiation solaire ou l’albe´do terrestre. Cette mesure est base´e
sur la suspension e´lectrostatique, donnant acce`s a` la mesure de la variation de position et
d’acce´le´ration d’une masse-te´moin place´e dans un compartiment isole´.
Ajoutons qu’une des e´lectrodes de l’acce´le´rome`tre embarque´ sur CHAMP et permet-
tant de positionner la masse te´moin est devenue de´fectueuse en cours de mission (Perosanz
et al. 2003). Par conse´quent, il a fallu faire de nouveaux calculs afin d’essayer tout de meˆme
d’obtenir un bon positionnement et de ne pas perdre le be´ne´fice de l’acce´le´rome`tre.
• Re´cepteur GPS (TRSR-2) et Re´flecteur Laser
Le re´cepteur GPS est fourni par la NASA et a e´te´ fabrique´ au JPL (Jet Propulsion
Laboratory, USA). Le re´flecteur laser est fourni par le GFZ. Ils permettent tous deux le
suivi et le positionnement pre´cis du satellite, ainsi que des e´tudes sur l’atmosphe`re.
5.2.2 Buts scientifiques et re´sultats
Les trois buts principaux de la mission CHAMP e´taient de fournir : (i) les caracte´ristiques
globales et de haute pre´cision a` grande longueur d’onde du champ de gravite´ terrestre sta-
tique, ainsi que les variations temporelles de ce champ, puis (ii) des estimations globales
du champ magne´tique terrestre avec une pre´cision jamais atteinte, ainsi que les variations
spatiales et temporelles des composantes de ce champ, et enfin (iii) des donne´es bien dis-
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Fig. 5.4 – Instruments embarque´s sur le satellite CHAMP.
tribue´es de re´fraction des signaux GPS cause´e par l’atmosphe`re et l’ionosphe`re, pouvant
eˆtre transpose´es en donne´es de tempe´rature, de vapeur d’eau et de teneur en e´lectrons.
Avec sa charge utile multifonctionnelle, CHAMP permet de contribuer a` diffe´rents
champs de la ge´ode´sie et de la ge´ophysique, comme :
• La Ge´osphe`re : Etude de la structure et des me´canismes de la Terre solide, du noyau
jusqu’a` la crouˆte, en passant par le manteau, ainsi que des interactions entre oce´an et
atmosphe`re.
• L’Hydrosphe`re : Obtenir une meilleure surveillance des courants marins, des change-
ments globaux du niveau des mers, ou bien des changements a` court terme dans l’e´quilibre
global des eaux terrestres, aussi bien qu’e´tudier les interactions du temps avec le climat.
• L’Atmosphe`re : Sonder globalement les couches verticales de l’atmosphe`re, afin
d’e´tudier les gaz neutres et ionise´s de l’enveloppe gazeuse terrestre, ainsi qu’e´tudier les
relations entre climat sur Terre et climat dans l’espace.
Si nous nous concentrons sur la partie gravime´trique de la mission CHAMP, le GFZ et
le GRGS (Groupe de Recherche de Ge´ode´sie Spatiale) ont e´tabli a` plusieurs reprises depuis
le de´but de la mission des champs de gravite´ statiques (champs de gravite´ nomme´s (i)
EIGEN-1S, voir Reigber et al. 2002b ; ou bien (ii) EIGEN-2, Reigber et al. 2003 ; ou encore
(iii) EIGEN-CHAMP03S, Reigber et al. 2004a) se basant sur les donne´es du satellite
CHAMP (voir Fig. 5.5). Ils s’ave`rent plus pre´cis que le pre´ce´dent champ GRIM5 base´
sur des donne´es de positionnement par te´le´me´trie laser d’une combinaison de plusieurs
satellites, dont Lageos I, Stella, Starlette ou Lageos II (Biancale et al. 2000 ; Gruber et
al. 2000). Ils sont cependant bien moins pre´cis que le nouveau champ de gravite´ statique
que le satellite GRACE permet de de´terminer (voir Fig. 5.6) et dont nous reparlerons plus
loin.
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Fig. 5.5 – Dernier mode`le GFZ/GRGS de champ de gravite´ statique base´ sur les donne´es
du satellite CHAMP (anomalies de gravite´) : EIGEN-CHAMP03S (Source : http ://op.gfz-
potsdam.de/champ/results).
Fig. 5.6 – Dernier mode`le de champ de gravite´ statique base´ sur les donne´es du satellite
GRACE seul (anomalies de gravite´) : EIGEN-GRACE02S (voir Reigber et al. 2004b)
(Source : http ://op.gfz-potsdam.de/grace/results).
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5.3 Mission GRACE
Le satellite GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment ; voir Fig. 5.7) a e´te´
lance´ le 16 Mars 2002 depuis la base de Plesetsk en Russie, pour une pe´riode d’exploitation
de 5 ans. C’est un programme initialement de la NASA visant a` de´terminer de manie`re
plus pre´cise que jamais le champ de gravite´ terrestre, ainsi que ses variations temporelles.
Il comporte e´galement des mesures atmosphe´riques en rapport avec l’ionosphe`re et la
troposphe`re (Jeongrae 2000 et Thomas 1999).
Deux satellites d’altitude basse (de l’ordre de 400 km) sont sur la meˆme orbite quasi-
circulaire et quasi-polaire, se´pare´s d’environ 100 a` 200 km. Ils e´changent des signaux micro-
ondes afin de mesurer la variation de distance et vitesse inter-satellite. Ils disposent de
plus d’un acce´le´rome`tre Super-STAR afin de mesurer en “temps re´el” les forces surfaciques
perturbant leur orbite.
Habituellement, les satellites utilise´s pour la de´termination du champ de gravite´ ne
sont pas sur des orbites aussi basses, car on ne sait pas bien mode´liser les forces surfaciques,
ce qui rend difficile la restitution des parame`tres physiques voulus. Cependant, le but est
d’obtenir avec une pre´cision sans pre´ce´dent le champ de gravite´ terrestre, ce qui passe
force´ment par l’utilisation d’une orbite satellitale basse (le satellite est ainsi plus sensible
a` l’attraction terrestre gravitationnelle). Afin de reme´dier au proble`me des forces surfa-
ciques, on utilise l’acce´le´rome`tre superSTAR he´ritier de STAR (de´ja` cite´ pre´ce´demment),
qui permettra une de´termination de ces forces, donc une meilleure restitution de l’orbite.
De´taillons maintenant les instruments de la mission GRACE permettant de de´terminer
le champ de gravite´ terrestre statique et variable, puis rappelons les enjeux scientifiques
ainsi que les re´sultats obtenus (voir Tapley et al. 2004a).
Fig. 5.7 – Les deux satellites GRACE sur la meˆme orbite.
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5.3.1 Instruments a` bord
Les produits principaux de cette mission sont les variations de distance inter-satellite,
traduisant les variations de perturbations sur les satellites. Pour cela, les instruments uti-
lise´s sont les suivants :
• Mesure de distance inter-satellite ”biaise´e” en bande K
Des micro-ondes sont envoye´es par une antenne depuis chacun des deux satellites vers
l’autre. Ceci permet de mesurer la variation de distance inter-satellite. On s’inte´resse
au de´calage de phase des signaux, avec deux fre´quences f1 = 24 GHz et f2 = 32
GHz diffe´rentes, afin de s’affranchir du biais provenant de l’ionosphe`re. Afin d’e´viter des
proble`mes entre signaux envoye´s et rec¸us par un meˆme satellite, les fre´quences de chacun
des deux sont de´cale´es de 500 MHz.
• Acce´le´rome`tre
L’acce´le´rome`tre SuperSTAR a e´te´ fourni par l’ONERA (France) et est une version
modifie´e de STAR. Nous avons donc de´ja` de´taille´ le fonctionnement d’un tel instrument
lorsque nous avons aborde´ la mission CHAMP. Cet instrument-la` permet des mesures
encore plus pre´cises, graˆce a` (i) la conception et a` la forme des deux satellites qui tentent
d’atte´nuer au mieux les vibrations, ainsi qu’a` (ii) la grande stabilite´ en tempe´rature e´tablie
dans ces satellites.
• Re´cepteur GPS et Re´flecteur Laser
Les techniques GPS et de te´le´me´trie Laser sur satellite permettent la mesure du posi-
tionnement de chacun des deux satellites a` chaque instant. Tout comme pour le satellite
CHAMP, ils sont fournis respectivement par le JPL (USA) et le GFZ (Allemagne) et ont
e´galement pour application l’e´tude de l’atmosphe`re.
• Censeur stellaire
Permet de de´terminer le positionnement du satellite relativement a` l’espace. L’atti-
tude du satellite est de´termine´e pre´cise´ment notamment graˆce a` un assemblage de came´ras
repe´rant les satellites par rapport aux e´toiles (Star Tracker), afin entre autre d’interpre´ter
correctement les re´sultats des acce´le´rome`tres.
Les biais ou sources d’erreurs a` prendre en compte pour ces deux satellites (tout
comme pour CHAMP, e´galement) sont les suivants : (i) le bruit lors du positionnement
des satellites, puis (ii) le bruit de l’acce´le´rome`tre, et pour finir (iii) le bruit re´siduel induit
par l’ionosphe`re et l’atmosphe`re (sachant que la correction principale a` ces effets est
effectue´e en utilisant deux fre´quences diffe´rentes lors de l’emission et de la re´ception des
signaux). L’e´tude du positionnement des deux satellites engendre des erreurs provenant
des diffe´rents types de mesures : (a) l’instabilite´ de l’oscillateur (i.e. erreur de phase), (b)
le bruit du syste`me receveur, (c) l’erreur d’horloge des deux satellites, et enfin (d) le bruit
duˆ aux signaux indirects refle´te´s autour de l’antenne.
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5.3.2 Buts scientifiques et re´sultats
Le premier objectif scientifique de la mission GRACE est de fournir avec une pre´cision
jamais atteinte le champ de gravite´ statique et variable a` haute re´solution, de manie`re
a` e´tudier les variations des eaux continentales et l’hydrosphe`re. Ensuite, le deuxie`me
objectif est la mesure de plusieurs centaines de profils (i) d’exce`s de temps de parcours et
(ii) d’angles de courbure des mesures GPS, duˆs a` l’atmosphe`re et a` l’ionosphe`re, par jour.
Ceux-ci peuvent eˆtre convertis respectivement en (i) concentration totale en e´lectrons et
(ii) re´fractivite´.
Les applications scientifiques typiques de GRACE concernent le ge´o¨ıde moyen (voir
Fig. 5.6), qui permettra des avance´es significatives en oce´anographie (en combinant ce
savoir avec des donne´es d’altime´trie et in-situ), en ge´ode´sie et en science de la Terre solide.
En effet, ceci pourra permettre par exemple (i) de mieux appre´hender les changements a`
long terme du niveau des mers, et (ii) d’ame´liorer le positionnement des satellites ou la
de´termination d’orbites.
La de´termination des variations temporelles des coefficients du champ de gravite´ ter-
restre pourra permettre de mieux comprendre les processus variables entrant en jeu en
oce´anographie et en hydrologie (voir Ramillien et al. 2004, Wahr et al. 2004, Tapley et
al. 2004b, Chambers et al. 2004), en glaciologie, ou dans les sciences de la Terre solide.
En effet, ceci pourra permettre par exemple (i) de mieux appre´hender les changements de
circulation oce´anique profonde ou de stockage de l’eau dans les glaciers, (ii) d’e´tudier plus
avant les variations de densite´ du manteau, de la lithosphe`re, ou encore (iii) d’ame´liorer
notre connaissance du rebond postglaciaire (voir Velicogna & Wahr 2002).
Les mesures d’occultation GPS et leurs quantite´s de´rive´es (tempe´rature et vapeur
d’eau) apporteront leur contribution aux e´tudes sur la variabilite´ du climat. De plus, elles
permettront d’obtenir une re´solution plus fine de la structure de l’ionosphe`re.
5.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons de´crit les missions CHAMP et GRACE, lance´es respecti-
vement en Juillet 2000 et Mars 2002. Ce sont des missions gravime´triques ayant pour but
la de´termination du champ de gravite´ terrestre statique moyen avec une pre´cision sans
pre´ce´dent. Ceci est rendu possible par un meilleur suivi de l’orbite de ces satellites graˆce
a` la technique GPS, mais aussi par de nouvelles technologies embarque´es sur ces satellites
en altitude basse (e.g. acce´le´rome`tres et mesure inter-satellite pour GRACE).
De plus, GRACE permet d’obtenir les variations temporelles de ce champ de gra-
vite´, domaine en plein essor et actuellement tre`s e´tudie´. Ceci permet d’appre´hender les
phe´nome`nes variables dans le temps, et le satellite GRACE a pour but d’e´tudier surtout
les redistributions de masses lie´es a` l’hydrosphe`re et aux eaux continentales.
Cependant, du fait des caracte´ristiques de son orbite, GRACE n’est pas aussi perfor-
mant que la te´le´me´trie laser sur satellite pour de´terminer les variations du coefficient de
bas degre´ C20 du champ de gravite´ terrestre. En revanche, ces satellites en orbite basse
sont adapte´s a` l’ame´lioration de la connaissance du champ de gravite´ pour les autres
coefficients. Dans le chapitre 7, nous utiliserons une rede´termination de la partie variable
du champ de gravite´ (degre´ 2), base´e sur l’utilisation des satellites Lageos I et II, et nous
contraindrons les coefficients de degre´ supe´rieur ou e´gal a` 3 par des donne´es issues de la
mission GRACE.
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Chapitre 6
Comparaison de diffe´rentes
me´thodes d’inte´gration nume´rique
pour le calcul d’orbites
6.1 Introduction
Dans le cadre du lancement du satellite GRACE, nous avons teste´ l’efficacite´ de
l’inte´grateur nume´rique imple´mente´ dans le logiciel GINS (logiciel d’extrapolation d’or-
bite du GRGS/CNES). Cette me´thode d’inte´gration nume´rique pour le calcul d’orbite,
nomme´e me´thode de Cowell, est la plus couramment utilise´e en orbitographie. La pre´cision
annonce´e pour les mesures inter-satellites de GRACE est de l’ordre de 10 microme`tres.
Afin de ne pas perdre le be´ne´fice de cette pre´cision, on se doit d’avoir une pre´cision rendue
lors de l’inte´gration nume´rique (pour le calcul d’orbite) au moins 10 fois plus petite.
Nous allons donc aborder de manie`re the´orique le cadre de l’inte´gration nume´rique
pour le calcul d’orbites, puis pre´senter les deux me´thodes que nous comparerons par
la suite : (i) la me´thode de Cowell, la plus commune´ment utilise´e, et (ii) la me´thode
d’Encke, qui est une me´thode alternative que nous allons explorer. Nous testerons la
pre´cision des erreurs nume´riques cause´es par ces deux inte´grateurs. Utiliser la me´thode
d’Encke pour l’inte´gration nume´rique dans le calcul d’orbite des deux satellites GRACE
permettrait d’inte´grer ces deux satellites co-orbitaux en relatif, par rapport a` une meˆme
orbite analytique moyenne.
6.2 The´orie de l’inte´gration nume´rique pour le calcul
d’orbites
Pour re´soudre nume´riquement le proble`me d’inte´gration d’orbite d’un satellite artifi-
ciel, on utilise soit les e´quations du mouvement Eq. (2.20), soit les e´quations plane´taires
de Lagrange Eq. (2.21). En pratique, on utilise le premier cas, cela s’e´crit alors sous la
forme : 
y¨ = f(y, y˙, t)
y(t0) = y0
y˙(t0) = y˙0
(6.1)
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ou` y correspond alors au vecteur position ~r du satellite dans le repe`re terrestre, et le
second membre f de´pend des forces perturbatrices agissant sur le satellite (potentiel gra-
vitationnel terrestre, forces surfaciques, etc ...). On inte`gre de manie`re nume´rique. Pour
cela, on dispose de deux types de me´thodes discre`tes diffe´rentes (voir Zarrouati 1997,
Barriot 1989, et Balmino 1974) : (i) Me´thodes ”a` un pas”, ou (ii) Me´thodes ”multipas”
(ou dite ”a` pas lie´s”).
Tout d’abord, on discre´tise l’intervalle de temps [t0;T ] sur lequel on veut e´tudier la
position du satellite. On pose donc : ti+1 = ti + h, pour tout i = 0, ..., N − 1, ou` N − 1
correspond au nombre d’intervalles de temps discre´tisant l’arc d’orbite e´tudie´ et h est
appele´ le pas de discre´tisation. Nous avons alors : h = (T − t0)/N et tN = T . Le but
est alors de chercher une solution approche´e yi de la solution de l’e´quation a` re´soudre, en
chaque point ti, de telle sorte que : yi ≃ y(ti), pour tout i = 1, ..., N .
De´taillons maintenant the´oriquement ces deux types de me´thodes, que sont la me´thode
”a` un pas” et celle ”a` pas lie´s”.
Me´thodes d’inte´gration nume´rique dites ”a` un pas”
On peut de´doubler l’e´quation (6.1) en deux e´quations du premier ordre :
u = y′ (6.2)
u′ = f(t, u)
Les me´thodes a` un pas sont alors caracte´rise´es par le fait que ui+1 est calcule´ a` partir de
ti, ui et h :
ui+1 = ui + h φ(ti, ui, h) (6.3)
Autrement dit, on peut e´crire :
ui+1 − ui
h
= φ(ti, ui, h) (6.4)
Ceci signifie que l’on approche la de´rive´e u′(ti) par le premier membre de Eq. (6.4) et
f(ti, u(ti)) par φ(ti, ui, h). En d’autres termes, choisir une me´thode a` un pas, c’est choisir
une fonction φ. On peut construire cette dernie`re par utilisation des de´veloppements de
Taylor.
Me´thodes d’inte´gration nume´rique dites multipas
Sur la base de l’e´quation (6.2), les me´thodes a` pas multiples sont caracte´rise´es par
le fait que ui+k est calcule´ a` partir de ti+k−1, ui+k−1, h mais aussi de ui+k−2, ..., ui. On
appelle me´thode a` k pas, une me´thode ayant pour forme ge´ne´rale :
αk ui+k + αk−1 ui+k−1 + ... + α0 ui
h
=
k∑
j=0
βj fj+i (6.5)
= βk fi+k + ...+ β0 fi
Il existe deux cate´gories de me´thodes multipas : (i) une me´thode consistant a` remplacer
la fonction f(t, u(t)) de l’e´quation (6.2) par un polynoˆme d’interpolation, suivie d’une
inte´gration, ou bien (ii) une me´thode consistant a` approcher la de´rive´e de u(t) (e´gale a`
f(t, u(t))) en un point (par l’interme´diare de de´veloppements de Taylor).
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6.3 Me´thode de Cowell
La me´thode de Cowell, propose´e par Numerov au 19e`me sie`cle et de´veloppe´e par
Cowell (1870-1949), est utilise´e pour re´soudre nume´riquement les e´quations du mouve-
ment. C’est une me´thode ”multipas” de pre´diction-correction, permettant de re´soudre les
e´quations diffe´rentielles. Elle s’est re´ve´le´e particulie`rement bien adapte´e aux proble`mes
de Me´canique Ce´leste, notamment car : (i) on garde en me´moire l’information sur les pas
pre´ce´dents (dont le nombre de´pend de l’ordre d’inte´gration choisi), utile pour des inter-
polations a` des dates diffe´rentes, et (ii) elle utilise moins de temps CPU qu’une me´thode
directe.
Nous avons rappele´ pre´ce´demment les e´quations du mouvement du satellite :
y′′(t) = f(t, y(t), y′(t)) (6.6)
ou` y correspond a` ~r (vecteur position du satellite) et f comprend les forces perturbatrices
de l’orbite du satellite (voir Eq. (2.20)). Afin de re´soudre nume´riquement ces e´quations,
on discre´tise le proble`me sur l’intervalle d’e´tude [t0;T ], de telle sorte que :
• tn+1 = tn + h pour tout n = 0, ..., N − 1 (ou encore, tn−i = tn − i h pour tout i)
• N − 1 est le nombre d’intervalles de temps dicre´tisant l’arc d’e´tude
• h est le pas de discre´tisation.
Le but est alors de trouver une approximation yn de la solution y de l’e´quation (6.6) en
tout point tn compris dans l’intervalle d’e´tude [t0;T ], de telle sorte que : yn ≃ y(tn).
Notons yn−i ≃ y(tn−i) et fn−i = f(tn−i, yn−i, y′n−i) ≃ f(tn−i, y(tn−i), y′(tn−i)). La
me´thode des diffe´rences finies consiste alors a` e´crire l’e´quation (6.6) en tout point tn,
sous la forme :
M∑
i=N
a−i yn−i = h
2
Q∑
i=P
b−i fn−i (6.7)
ou` le premier membre est une approximation de y′′(tn) qui provient des de´veloppements
de Taylor et la somme du second membre est une approximation (avec correction) de
f(tn, y(tn), y
′(tn)). En ge´ne´ral, on prend N = P = −1, et M = k et Q = l (k et l indices
choisis).
Dans un premier temps, on de´veloppe y(tn−i) autour de tn, d’ou` l’on de´duit y
′
n−i et
y′′n−i = fn−i. On inte`gre ensuite ces de´veloppements dans l’e´quation (6.7), ce qui donne :
a1 yn+1 + a0 yn + a−1 yn−1 = h
2 [b1 fn+1 + b0 fn + b−1 fn−1] (6.8)
Ensuite, en identifiant membre a` membre, on trouve certaines conditions que doivent
remplir les ai et bi, ce qui nous donne finalement :
1
2
yn+1 − yn + 1
2
yn−1 = h
2
[
1
24
fn+1 +
10
24
fn +
1
24
fn−1
]
(6.9)
Dans cette dernie`re expression, fn+1 intervient, c’est donc une me´thode implicite (ou dite
me´thode de correction). C’est pourquoi il faut au pre´alable utiliser une me´thode explicite
(ou dite me´thode de pre´diction). La manie`re de proce´der est alors la suivante :
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1. Me´thode de pre´diction : Elle nous donne une premie`re e´valuation de yn+1, par
une formule du style :
1∑
i=−1
a−i yn−i = h
2
2∑
i=0
b−i fn−i (6.10)
ce qui nous donne par exemple au troisie`me ordre :
yn+1 − 2 yn + yn−1 = h
2
12
[13fn − 2fn−1 + fn−2] (6.11)
ou meˆme, plus simplement :
yn+1 − 2 yn + yn−1 = h2 fn . (6.12)
On obtient y0n+1, qui va nous servir de point de de´part pour l’e´tape suivante.
2. Me´thode de correction : Ensuite, on utilise une me´thode ite´rative de correction
base´e sur une e´quation du style de (6.9) :
y
(k+1)
n+1 − 2 yn + yn−1 =
h2
12
[
f(tn, y
(k)
n+1) + 10 fn + fn−1
]
(6.13)
de telle sorte que :
yn+1 = lim
k→+∞
y
(k)
n+1 (6.14)
Les avantages de la me´thode de Cowell sont les suivants :
– Volume de calcul re´duit au minimum,
– Appel a` la fonction f(t, y) re´duit a` un seul par pas d’inte´gration,
– Les k pas d’inte´gration pre´ce´dents sont me´morise´s (pour de futures interpolations
ou e´valuations),
– Proce´dure de pre´diction-correction ame´liorant la fiabilite´.
Pour plus de de´tails sur la me´thode de Cowell, on pourra consulter Levallois & Kova-
levsky (1971, Tome 4).
6.4 Me´thode d’Encke
Sur la base de la me´thode de Cowell pour l’inte´gration nume´rique des e´quations du
mouvement d’un satellite, lors du calcul d’orbite, nous allons exposer la me´thode d’Encke.
Elle est base´e sur l’inte´gration de l’e´cart entre l’orbite vraie du satellite et une orbite
analytique moyenne (voir Fig. 6.1). Les nouvelles variables du mouvement sont alors de
petites quantite´s (nombres petits en valeur absolue), ce qui permet a priori d’accroˆıtre la
pre´cision relative des calculs. Cette orbite de re´fe´rence, calcule´e de manie`re analytique par
la me´thode d’Aksnes (qui ne conside`re que certaines perturbations de l’orbite elliptique :
GM
R
, J2 et J4 ; Aksnes 1970) est une ellipse en pre´cession.
On veut inte´grer nume´riquement les e´quations du mouvement en e´le´ments rectangu-
laires : 
X¨ = F (X, X˙, t, γ)
X(t0) = X0
X˙(t0) = X˙0
(6.15)
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de référence
Ecart entre ces deux orbites,
Orbite réelle, perturbée
Orbite moyenne,
O
calculé dans la méthode d’Encke
x
x
0
instant t
Fig. 6.1 – Bases de la me´thode d’Encke pour l’inte´gration d’orbite d’un satellite artificiel :
orbite vraie = orbite re´elle (i.e. perturbe´e), orbite moyenne = orbite analytique calcule´e
telle une ellipse en pre´cession.
ou` X = (x, y, z) est le vecteur position, F = (F1, F2, F3) de´pend des forces perturbatrices
de l’orbite du satellite, et γ est un vecteur de parame`tres physiques.
6.4.1 Orbite de re´fe´rence
Graˆce a` la me´thode d’Aksnes (base´e sur une the´orie analytique du deuxie`me ordre
pour le mouvement d’un satellite artificiel autour d’une plane`te aplatie dont le potentiel
gravitationnel est simplifie´ ; Aksnes 1970) et au point initial de l’orbite vraie, on obtient
le point initial de l’orbite analytique de re´fe´rence. Il nous faut ensuite pouvoir l’exprimer
a` n’importe quel instant t.
Comment la propage-t-on ?
Comme nous traitons le proble`me d’un satellite artificiel orbitant autour de la Terre,
sa trajectoire s’e´carte peu d’une ellipse moyenne en pre´cession, qui correspondra donc a`
l’orbite analytique de re´fe´rence a` calculer. On a alors a` chaque instant t (tel que t 6= t0) :
dt = t− t0
a˜ = a˜0
e˜ = e˜0
i˜ = i˜0
Ω˜ = Ω˜0 +
˙˜Ω0 dt
ω˜ = ω˜0 + ˙˜ω0 dt
M˜ = M˜0 + n¯ dt
(6.16)
ou` n¯ = ˙˜M0 et (a˜, e˜, i˜, Ω˜, ω˜, M˜) sont les e´le´ments ke´ple´riens de l’orbite analytique de
re´fe´rence a` chaque instant t (voir Annexe F pour leur de´finition). On rappelle que les
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e´le´ments ke´ple´riens initiaux (a˜0, e˜0, i˜0, Ω˜0, ω˜0, M˜0) et les de´rives se´culaires (
˙˜Ω0, ˙˜ω0, n¯) de
cette orbite de re´fe´rence sont calcule´s par la me´thode d’Aksnes, issue de celle de Brouwer
(Brouwer 1959), utilisant les e´le´ments rectangulaires initiaux de l’orbite vraie.
Quelle en est l’acce´le´ration ?
Pour nous permettre d’exprimer l’acce´le´ration (ou les forces perturbatrices) d’un mo-
bile sur cette orbite de re´fe´rence, nous utilisons les e´quations qui suivent (Balmino 1994).
Nous nous plac¸ons dans le repe`re mobile (~P , ~Q, ~W ), de´fini par le vecteur unitaire ~P pas-
sant par le pe´rige´e de l’ellipse en pre´cession, ainsi que le vecteur unitaire ~Q orthogonal a`
~P dans le plan de cette ellipse (voir Fig. 6.3). En restant dans le plan (~P , ~Q) de l’orbite
de re´fe´rence, on peut e´crire les e´quations de me´canique ce´leste suivantes :
~r = X ~P + Y ~Q
X = r cos ν = a cos(E − e)
Y = r sin ν = a
√
1− e2 sinE (6.17)
r = a (cosE − e)
E − e sinE = M = n¯ (t− t0)
ou` ~r est le vecteur position du satellite, (X, Y ) ses composantes dans le plan (~P , ~Q) de
l’orbite de re´fe´rence et (a, e, i, ω,Ω,M) ses e´le´ments orbitaux. En de´rivant une fois ce
syste`me, on obtient :
~˙r = X˙ ~P + Y˙ ~Q+X ~˙P + Y ~˙Q
E˙ =
n¯
1− e cosE =
a
r
n¯
X˙ = −a sinE E˙ = −a
2
r
sinE n¯ (6.18)
Y˙ = a
√
1− e2 E˙ cosE
r˙ = a e sinE E˙
En de´rivant une deuxie`me fois, afin d’obtenir les acce´le´rations, on a :
~¨r = X¨ ~P + Y¨ ~Q + 2X˙ ~˙P + 2Y˙ ~˙Q+X ~¨P + Y ~¨Q
E¨ = −a
r
e sinE E˙2 (6.19)
X¨ = −a E˙2 cos ν
Y¨ = −a E˙2 sin ν
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D’ou` finalement :
~¨r = −a E˙2 cos ν ~P − a E˙2 sin ν ~Q+ ~ρ
= −a
3
r2
n¯2 cos ν ~P − a
3
r2
n¯2 sin ν ~Q+ ~ρ
= −a
3
r2
n¯2
(
X
r
~P +
Y
r
~Q
)
+ ~ρ
= −a
3
r3
n¯2
(
X ~P + Y ~Q
)
+ ~ρ (6.20)
On obtient l’acce´le´ration moyenne suivante :
~¨r = −a
3
r3
n¯2~r + ~ρ (6.21)
si ~ρ = 2X˙ ~˙P + 2Y˙ ~˙Q+X ~¨P + Y ~¨Q.
Nous pouvons maintenant exprimer les composantes des vecteurs ~P , ~Q, ~˙P, ~˙Q, ~¨P et ~¨Q,
en conside´rant le passage du repe`re orbital (~P , ~Q, ~W ) a` un repe`re inertiel ge´ocentrique.
La matrice M de changement de base correspondant est :
M =
 Px Qx WxPy Qy Wy
Pz Qz Wz
 (6.22)
avec, pour les composantes du vecteur ~P :
Px = cos Ω˜ cos ω˜ − sin Ω˜ cos i˜ sin ω˜
Py = sin Ω˜ cos ω˜ + cos Ω˜ cos i˜ sin ω˜
Pz = sin i˜ sin ω˜
(6.23)
et, pour les composantes du vecteur ~Q :
Qx = − cos Ω˜ sin ω˜ − sin Ω˜ cos i˜ cos ω˜
Qy = − sin Ω˜ sin ω˜ + cos Ω˜ cos i˜ cos ω˜
Qz = sin i˜ cos ω˜
(6.24)
On peut alors obtenir les composantes du vecteur ~˙P :
P˙x = − ˙˜Ω Py + ˙˜ω Qx
P˙y =
˙˜Ω Px + ˙˜ω Qy
P˙z = ˙˜ω Qz
(6.25)
ainsi que celles du vecteur ~˙Q : 
Q˙x = − ˙˜Ω Qy − ˙˜ω Px
Q˙y =
˙˜Ω Qx − ˙˜ω Py
Q˙z = − ˙˜ω Pz
(6.26)
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Et finalement, les composantes du vecteur ~¨P sont :
P¨x = −
(
˙˜Ω2 + ˙˜ω2
)
Px − 2 ˙˜Ω ˙˜ω Qy
P¨y = −
(
˙˜Ω2 + ˙˜ω2
)
Py + 2
˙˜Ω ˙˜ω Qx
P¨z = − ˙˜ω2 Pz
(6.27)
ainsi que celles du vecteur ~¨Q :
Q¨x = −
(
˙˜Ω2 + ˙˜ω2
)
Qx + 2
˙˜Ω ˙˜ω Py
Q¨y = −
(
˙˜Ω2 + ˙˜ω2
)
Qy − 2 ˙˜Ω ˙˜ω Px
Q¨z = − ˙˜ω2 Qz
(6.28)
6.4.2 Equations diffe´rentielles a` re´soudre avec la me´thode d’Encke
En e´le´ments elliptiques
Conside´rons tout d’abord les e´quations diffe´rentielles (appele´es e´quations de Gauss-
Lagrange) du mouvement du satellite sur l’orbite vraie, en e´le´ments elliptiques :
a˙ = fa(a, e, i,Ω, ω,M, t, γ)
e˙ = fe(a, e, i,Ω, ω,M, t, γ)
i˙ = fi(a, e, i,Ω, ω,M, t, γ)
Ω˙ = fΩ(a, e, i,Ω, ω,M, t, γ)
ω˙ = fω(a, e, i,Ω, ω,M, t, γ)
M˙ = fM(a, e, i,Ω, ω,M, t, γ)
(6.29)
avec (a0, e0, i0,Ω0, ω0,M0) donne´s et γ un vecteur de parame`tres physiques. On les appelle
les e´quations de Gauss-Lagrange.
Dans le proble`me d’Encke, comme on conside`re la diffe´rence entre orbite vraie et orbite
moyenne, on a le syste`me suivant :
d
dt
(∆a) = fa
d
dt
(∆e) = fe
d
dt
(∆i) = fi
d
dt
(∆Ω) = fΩ − ˙˜Ω0
d
dt
(∆ω) = fω − ˙˜ω0
d
dt
(∆M) = fM − n¯0
(6.30)
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avec (∆a0,∆e0,∆i0,∆Ω0,∆ω0,∆M0) donne´s et ou` pour chaque e´le´ment elliptique l, on
a : ∆l = l − l˜ (i.e. diffe´rences pour chaque e´le´ment orbital entre orbite vraie et orbite
moyenne).
En e´le´ments rectangulaires
Dans ce paragraphe, nous nous sommes appuye´s sur les calculs effectue´s par G. Bal-
mino (Balmino 1994). On re´e´crit ici le syste`me (6.15) (ou encore Eq. (2.20)), dans lequel
on met en e´vidence le terme principal du potentiel du corps central :
~¨r = −µ ~r
r3
+∆~F (6.31)
Or, pour le mouvement de re´fe´rence, on a de´ja` vu que (voir Eq. (6.21)) :
~¨rref = −n¯2
a3ref
r3ref
~rref + ~ρref (6.32)
ou` ~ρref = 2X˙ref ~˙P + 2Y˙ref ~˙Q+Xref ~¨P + Yref ~¨Q. Si on s’inte´resse a` la diffe´rence entre ces
deux vecteurs, on obtient :
~¨r − ~¨rref = ∆~¨r
= −µ
[
~r
r3
− n¯
2
µ
a3ref
r3ref
~rref
]
− ~ρref +∆~F (6.33)
D’apre˜s la loi des aires (i.e. 3e`me loi de Ke´pler), on introduit le moyen mouvement de
re´fe´rence nref =
√
µ/a3ref . On peut alors e´crire :
∆~¨r = −µ
[
~r
r3
−
(
n¯
nref
)2
~rref
r3ref
]
− ~ρref +∆~F (6.34)
Dans l’e´quation (6.34), les deux termes de la diffe´rence situe´e entre crochets sont tre`s
proches, ce qui peut induire des proble`mes nume´riques. On pose alors :(
n¯
nref
)2
= 1 + δ (6.35)
~ǫ = ∆~r = ~r − ~rref (6.36)
Ceci nous permet de re´e´crire les termes entre crochets dans l’e´quation (6.34), de la manie`re
suivante : [
~r
r3
−
(
n¯
nref
)2
~rref
r3ref
]
=
[
~r
r3
− (1 + δ) ~rref
r3ref
]
=
1
r3ref
[
~r
r3ref
r3
− (1 + δ) ~rref
]
=
1
r3ref
[
~r
(rref
r
)3
+ ~ǫ− ~r − δ ~rref
]
=
1
r3ref
[
~r
{ (rref
r
)3
− 1
}
+ ~ǫ− δ ~rref
]
(6.37)
99
On pose aussi :
β =
(rref
r
)3
− 1 (6.38)(rref
r
)2
= 1 + α (6.39)
Par conse´quent, d’apre`s Eq. (6.36) et Eq. (6.39), on peut e´crire :
α =
r2ref − r2
r2
=
(~rref − ~r) . (~rref + ~r)
r2
= −~ǫ. (~rref + ~r)
r2
(6.40)
De plus, on a :
β = (1 + α)3/2 − 1
=
√
κ− 1 , si κ = (1 + α)3
=
(
√
κ− 1) (√κ+ 1)√
κ+ 1
=
κ− 1√
κ+ 1
=
(1 + α)3 − 1√
κ + 1
(6.41)
D’apre`s Eq. (6.41), on aboutit pour plus de facilite´s de calcul a` :
β = α
α2 + 3α + 3
1 + (1 + α)3/2
(6.42)
En re´sume´, si on revient a` l’e´quation (6.34), l’e´quation diffe´rentielle du second ordre
qu’il nous faudra re´soudre est la suivante :
∆~¨r = −µ~D − ~ρref +∆~F (6.43)
ou` ~D s’e´crit, d’apre`s (i) Eq. (6.37) et Eq. (6.38), d’une part puis (ii) Eq. (6.36), d’autre
part, comme :
~D =
1
r3ref
[~r β + ~ǫ− δ ~rref ]
=
1
r3ref
[β (∆~r + ~rref) + ∆~r − δ ~rref ]
(6.44)
avec les conditions initiales suivantes :{
∆~r0 = ~r0 − ~rref(t0)
∆~˙r0 = ~˙r0 − ~˙rref(t0) (6.45)
Pour plus de de´tails pratiques, on pourra se re´fe´rer a` l’annexe I.
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6.5 Comparaison des deux me´thodes et re´sultats
Nous effectuons des tests des me´thodes d’inte´gration nume´rique de Cowell et d’Encke,
dans le cadre du calcul de l’orbite du satellite GRACE (d’altitude ∼ 350 km). Le but est
d’estimer les erreurs nume´riques induites par ces inte´grateurs :
• Nous nous basons tout d’abord sur une position initiale du satellite GRACE a`
l’instant t0 (appele´e aussi bulletin initial B0 ; i.e. ensemble des e´le´ments orbitaux du
satellite a` l’instant t0). Nous extrapolons alors l’orbite sur deux jours. La position finale
obtenue a` l’instant T (i.e. deux jours apre`s) est note´e B′. Nous nommerons par la suite
cette extrapolation d’orbite : extrapolation aller.
• Nous effectuons ensuite une autre inte´gration de l’orbite du satellite GRACE, sous
les meˆmes conditions orbitales (i.e. meˆmes perturbations exte´rieures applique´es), depuis
l’instant T avec une position initiale B′ pour le satellite. Nous extrapolons l’orbite sur
deux jours, mais a` rebours (i.e. pas d’inte´gration ne´gatif). Le bulletin obtenu au final
(a` l’instant t0) est note´ B
′′. Nous nommerons par la suite cette extrapolation d’orbite :
extrapolation retour.
En the´orie, dans le cas ou` il n’y aurait aucune erreur nume´rique, les bulletins B0 et B
′′
devraient eˆtre identiques. Nous conside`rerons donc leur diffe´rence comme un indicateur
des erreurs nume´riques dues a` l’inte´grateur (voir Fig. 6.2). On s’inte´resse surtout ici a`
l’ordre de grandeur de cette erreur, afin de conserver la pre´cision a priori des mesures
GRACE : on essaie donc d’atteindre le microme`tre au niveau du positionnement the´orique
du satellite.
du etre nulle
t
0
TOrbite aller
Orbite retour
Bulletin Final Orbite Retour
Différence
qui aurait
Fig. 6.2 – Propagation des erreurs lors de l’extrapolation d’orbite retour, par rapport a`
l’extrapolation d’orbite aller : e´loignement des deux orbites.
Ele´ments d’orbite initiaux
On conside`re un satellite fictif initialement en position suivante (i.e. dans les conditions
orbitales de GRACE) :
a = 6728000 m
e = 0.004
i = 89.5 deg (6.46)
Ω = 0 deg
ω = 0 deg
M = 0 deg
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Pour des raisons de pre´cision nume´rique, il vaut cependant mieux donner les e´le´ments
rectangulaires initiaux. Rappelons la me´thode de passage des e´le´ments ke´ple´riens (voir
Fig. 6.3) aux e´le´ments rectangulaires. Passons tout d’abord des e´le´ments ke´ple´riens aux
e´le´ments rectangulaires relatifs au repe`re orbital (P,Q,W ). On a alors les formules sui-
vantes :
X = r cos ν = r = a(1− e cosE) = a(1− e) = a(1− 0.004) = 6701088 m
Y = r sin ν = 0 m
Z = 0 m
X˙ = −n a /
√
1− e2 sin ν = 0 m s−2 (6.47)
Y˙ = r˙ sin ν + r ν˙ cos ν = r ν˙ =
H
r
, d’apre`s la loi des Aires
= H / p (1 + e cos ν) = H / p (1 + e) =
√
µ a (1− e2) / (a (1− e2)) (1 + e)
=
√
µ / a
√
(1 + e) / (1− e) = 7730.50214 m s−2
Z˙ = 0 m s−2
Ensuite, passons du repe`re orbital (P,Q,W ) au repe`re terrestre. On utilise la matrice de
passageM, base´e sur les trois angles de rotation suivants : ω, i et Ω. Par conse´quent, elle
est ici de´finie par :
M =
 1 0 00 cos i − sin i
0 sin i cos i
 (6.48)
De plus, on a :  x x˙y y˙
z z˙
 =M
 X X˙Y Y˙
Z Z˙
 (6.49)
Finalement, les e´le´ments rectangulaires initiaux du satellite fictif conside´re´ sont :
x = X = 6701088 m
y = cos i Y − sin i Z = 0 m
z = sin i Y + cos i Z = 0 m (6.50)
x˙ = X˙ = 0 m s−2
y˙ = cos i Y˙ − sin i Z˙ = 67.46050135 m s−2
z˙ = sin i Y˙ + cos i Z˙ = 7730.207786 m s−2
Forces conside´re´es dans nos tests
Les forces exte´rieures agissant sur ce satellite fictif, et que nous avons utilise´es dans le
logiciel GINS d’orbitographie, sont les suivantes :
– Le champ de gravite´ (GRIM5) jusqu’au degre´ 120,
– L’attraction gravitationnelle du Soleil, de la Lune et de 6 plane`tes,
– Les mare´es terrestres calcule´es avec le mode`le IERS96,
– Les mare´es oce´aniques calcule´es a` partir d’un mode`le avec admittance,
– La variation de pression atmosphe´rique calcule´e a` partir de donne´es ECMWF et
d’un mode`le de re´ponse statique de l’oce´an (la pression sur les oce´ans est ignore´e),
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Fig. 6.3 – Ele´ments ke´ple´riens de l’orbite.
– L’e´mission thermique du satellite.
Nous avons omis les forces de surface (comme le frottement atmosphe´rique, la pression
de radiation solaire, les passages d’e´clipses), parce qu’elles sont mesure´es directement par
les acce´le´rome`tres embarque´s sur chacun des deux satellites GRACE. Nous les conside´rons
donc dans nos tests comme bien prises en compte graˆce a` ces mesures acce´le´rome´triques.
Tests nume´riques effectue´s pour la me´thode de Cowell
Nous testons sur deux jours d’extrapolation d’orbite (i) le pas d’inte´gration nume´rique
(∆t = 60 s, 30 s, 15 s, 10 s, 5 s, ou 1 s), puis (ii) l’ordre de la me´thode d’inte´gration choisi
(ordres 4, 6, 8, 10, ou 12). Nous effectuons nos deux inte´grations nume´riques de´crites plus
haut et nous nous inte´ressons a` la diffe´rence entre le bulletin B0 (position du satellite a`
l’instant t0 initial) et B
′′ (poition du satellite a` la fin de la deuxie`me extrapolation d’or-
bite, a` rebours).
Nous nous inte´ressons plus particulie`rement a` (sachant que (R, T,N) est le repe`re
correspondant aux positions radiale, tangentielle, et normale) :
(i) La de´viation standard de la diffe´rence de position (respectivement de vitesse)
du satellite, dans la direction tangentielle (respectivement dans le repe`re (X, Y, Z) =
(T,−N,−R) lie´ au satellite), entre extrapolations aller et retour (voir Table 6.1 et Table 6.3).
(ii) La valeur maximale de cette meˆme diffe´rence de position tangentielle (respective-
ment vitesse dans le repe`re (X, Y, Z)) entre extrapolations aller et retour (voir Table 6.2
et Table 6.4).
Nous nous focalisons sur la position tangentielle du satellite par rapport a` son orbite
car c’est en ge´ne´ral dans cette direction que les erreurs s’accumulent. Pre´cisons que la
de´viation standard correspond a` la racine carre´e de la variance de nos donne´es et nous
informe sur leur dispersion. Nous pouvons tracer les re´sultats obtenus (voir Fig. 6.4) afin
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de montrer l’e´volution de cette de´viation standard, en fonction du pas et de l’ordre de
l’inte´grateur de Cowell.
Nous pouvons constater que les erreurs nume´riques minimales engendre´es par l’inte´gration
nume´rique (lors du calcul d’orbite) correspondent a` l’utilisation (i) d’un pas d’inte´gration
de 10 s, et (ii) d’un ordre 8 d’inte´gration (ou bien aussi un pas d’inte´gration de 1 s et un
ordre 10 d’inte´gration) (voir les termes en gras dans la Table 6.1 et Table 6.2, ainsi que
la Table 6.3 et la Table 6.4).
Cela montre qu’il serait judicieux d’utiliser l’une de ces deux configurations d’inte´gration
afin d’inte´grer les orbites satellitales de GRACE. Nous pouvons constater que les erreurs
nume´riques ainsi engendre´es sont comprises entre le microme`tre et la dizaine de microns.
La me´thode de Cowell est donc tout a` fait satisfaisante (relativement a` la pre´cision des
mesures des satellites GRACE).
Tab. 6.1 – De´viation standard (en mm) de la diffe´rence de position tangentielle lors du
test aller-retour d’extrapolation d’orbite : diffe´rents pas d’inte´gration et diffe´rents ordres
de la me´thode de Cowell sont teste´s.
Pas Ordre 4 Ordre 6 Ordre 8 Ordre 10 Ordre 12 Ordre 14
1 s 0.009 0.005 0.001 0.006
5 s 0.056 0.006 0.007 0.005 0.007 0.006
10 s 1.286 0.006 0.002 0.007 0.010 0.006
15 s 8.713 0.026 0.023 0.015 0.015 0.330
30 s 1.534
60 s 50.022
Tab. 6.2 – Valeur maximale de la diffe´rence de position tangentielle (en mm), lors du test
aller-retour d’extrapolation d’orbite : diffe´rents pas d’inte´gration et diffe´rents ordres de la
me´thode de Cowell sont teste´s.
Pas Ordre 4 Ordre 6 Ordre 8 Ordre 10 Ordre 12 Ordre 14
1 s 0.031 0.016 0.005 0.020
5 s 0.207 0.021 0.026 0.017 0.021 0.020
10 s 4.882 0.020 0.008 0.026 0.035 0.019
15 s 33.307 -0.087 0.083 0.052 0.052 1.158
30 s -5.314
60 s 169.721
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Fig. 6.4 – De´viation standard de la diffe´rence de position tangentielle (en m) entre ex-
trapolation aller et extrapolation retour : e´volution suivant le pas et l’ordre d’inte´gration.
18576.0 18576.5 18577.0 18577.5 18578.0
−1e−07
−5e−08
0
5e−08
1e−07
1.5e−07
2e−07
Radial−(meters)_Rms:0.3187E−07
18576.0 18576.5 18577.0 18577.5 18578.0
−4e−08
−2e−08
0
2e−08
4e−08
Normal−(meters)_Rms:0.6068E−08
18576.0 18576.5 18577.0 18577.5 18578.0
−2e−06
−1e−06
0
1e−06
2e−06
3e−06
4e−06
5e−06
6e−06
orbite comparaison GINS
Tangential−(meters)_Rms:0.1380E−05
Fig. 6.5 – Allure de la diffe´rence de position du satellite entre extrapolation aller et
extrapolation retour, avec la me´thode de Cowell (pour un pas d’inte´gration de 1s et un
ordre 10 d’inte´gration).
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Tab. 6.3 – De´viation standard de la diffe´rence de vitesse en X (en mm s−1) entre extra-
polation aller et extrapolation retour : diffe´rents pas d’inte´gration et diffe´rents ordres de
la me´thode de Cowell sont teste´s.
Pas Ordre 4 Ordre 6 Ordre 8 Ordre 10 Ordre 12 Ordre 14
1 s 0.014 0.007 0.002 0.009
5 s 0.078 0.008 0.012 0.008 0.010 0.010
10 s 1.686 0.008 0.004 0.012 0.016 0.010
15 s 11.045 0.030 0.031 0.019 0.021 0.534
30 s 1.851
60 s 63.310
Tab. 6.4 – Maximum de la diffe´rence de vitesse en X (en mm s−1) entre extrapolation
aller et extrapolation retour : diffe´rents pas d’inte´gration et diffe´rents ordres de la me´thode
de Cowell sont teste´s.
Pas Ordre 4 Ordre 6 Ordre 8 Ordre 10 Ordre 12 Ordre 14
1 s -0.036 0.018 0.005 0.022
5 s -0.224 -0.024 0.029 -0.020 0.024 0.023
10 s -5.187 -0.023 -0.010 -0.030 0.039 0.021
15 s -35.077 0.100 -0.095 -0.060 -0.060 -1.333
30 s 6.119
60 s 195.868
Si nous nous inte´ressons a` l’allure des courbes de diffe´rence entre extrapolation aller et
extrapolation retour pour cette me´thode de Cowell, la Figure 6.5 montre cette diffe´rence
en R (radial), T (tangentiel) et N (normal), dans le repe`re ce´leste. Nous pouvons consta-
ter comme pre´vu que la plus grande diffe´rence de position tangentielle se situe a` la date
de de´part. En effet, lors de l’extrapolation retour, cette meˆme date correspond au bulletin
final, qui souffre de l’accumulation des erreurs nume´riques de l’inte´gratuer (voir Fig. 6.2).
Comparons maintenant les me´thodes de Cowell (teste´e pre´ce´demment) et d’Encke. En
the´orie, cette dernie`re devrait donner de meilleurs re´sultats, car elle inte`gre de plus petites
quantite´s en valeur absolue (diffe´rences entre e´le´ments orbitaux de l’orbite vraie et de
l’orbite analytique moyenne). Nous avons de´ja` note´ que la me´thode de Cowell donnait de´ja`
de bons re´sultats, et nous allons ve´rifier si la me´thode d’Encke apporte des ame´liorations.
Comparaison entre les me´thodes de Cowell et d’Encke
Sur la base des tests effectue´s pre´ce´demment pour la me´thode d’inte´gration nume´rique
de Cowell, nous pouvons proce´der de meˆme pour la me´thode d’Encke. Cependant, pour
la me´thode d’Encke, nous avons effectue´ ces traitements en e´le´ments rectangulaires puis
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en e´le´ments orbitaux (note´s Rect. puis Orb. respectivement dans la Table 6.5). Com-
parons alors les re´sultats relatifs a` la diffe´rence de position et de vitesse d’orbite entre
extrapolation aller et extrapolation retour, pour les me´thodes de Cowell et d’Encke.
Nous avons effectue´ les inte´grations avec un pas de 10 s, car nous avons pu constater
qu’il donnait de meilleurs re´sultats que les autres lors d’une inte´gration de Cowell (nous
aurions pu e´galement pre´senter les comparaisons pour un pas d’inte´gration de 1 s, cepen-
dant dans l’optique d’un traitement routinier de ces donne´es, ceci paraˆıt trop court). Nous
nous sommes e´galement concentre´s sur les ordres d’inte´gration 8 et 10 qui donnaient de
meilleurs re´sultats (tout comme pour la me´thode d’Encke). Nous avons e´value´ pour les
deux me´thodes la diffe´rence de (i) position tangentielle, et (ii) vitesse (composante X),
entre une extrapolation aller et l’extrapolation retour correspondante. Nous nous sommes
focalise´ sur la de´viation standard ainsi que sur la valeur maximale de ces deux quantite´s.
Re´fe´rons nous a` la Table 6.5 afin de commenter les re´sultats obtenus. De manie`re
ge´ne´rale, nous pouvons constater que la me´thode d’Encke ne donne pas de meilleurs
re´sultats (du point de vue des erreurs nume´riques cre´e´es par l’inte´gration nume´rique) que
la me´thode de Cowell (voir termes en gras dans la Table 6.5). Meˆme lorsque l’on inte`gre en
e´le´ments orbitaux les deux me´thodes sont au mieux e´quivalentes. Ceci peut eˆtre impute´
en partie a` la pre´cision nume´rique de la machine utilise´e lors de ces calculs, qui n’e´tait pas
suffisamment pre´cise pour rendre compte d’un e´ventuel apport de la me´thode d’Encke.
Tab. 6.5 – Comparaison entre me´thode de Cowell et d’Encke : inte´gration pour ∆t = 10 s.
On s’inte´resse a` la diffe´rence de position et vitesse d’orbite entre extrapolation aller et
extrapolation retour (Encke (Rect) indique que l’on a inte´gre´ en e´le´ments rectangulaires,
alors que Encke (Orb) indique que l’on a inte´gre´ en e´le´ments orbitaux, pour la me´thode
d’Encke).
Ordre 8 Ordre 10
De´viation standard de la diffe´rence Encke (Rect) 0.004 0.014
de positions tangentielles (en mm) Encke (Orb) 0.005 0.003
Cowell 0.002 0.007
Valeur maximale de la diffe´rence Encke (Rect) -0.021 -0.057
de positions tangentielles (en mm) Encke (Orb) -0.020 -0.010
Cowell 0.008 0.026
De´viation standard de la diffe´rence Encke (Rect) 0.008 0.026
de vitesses (composante X) (en mm s−1) Encke (Orb) 0.010 0.004
Cowell 0.004 0.012
Valeur maximale de la diffe´rence Encke (Rect) 0.024 0.066
de vitesses (composante X) (en mm s−1) Encke (Orb) 0.023 0.011
Cowell -0.010 -0.030
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6.6 Conclusion
La me´thode la plus utilise´e pour l’inte´gration nume´rique des e´quations du mouvement
d’un satellite (lors du calcul d’orbites) est en ge´ne´ral la me´thode de Cowell, me´thode
dite de pre´diction-correction (ou me´thode ”multipas”). Nous avons teste´ sa pre´cision
nume´rique, afin d’obtenir les erreurs nume´riques les plus petites possibles et de l’ordre
du microme`tre (ou plus petites). Nous l’avons compare´e a` la me´thode d’Encke, base´e sur
l’inte´gration a` partir d’une orbite analytique moyenne (ellipse en pre´cession), dans l’ide´e
d’inte´grer les deux satellites co-orbitaux GRACE en relatif a` partir d’une meˆme orbite
analytique moyenne.
En the´orie, la me´thode d’Encke e´tait meilleure que celle de Cowell. Cependant, d’apre`s
les re´sultats des tests effectue´s, nous n’avons pas abouti a` cette conclusion, e´tant donne´
qu’elle ne permet pas de re´duire les erreurs nume´riques engendre´es par l’inte´gration
nume´rique dans le calcul d’orbite. Une telle me´thode me´ritera d’eˆtre teste´e sur une ma-
chine plus pre´cise encore du point de vue nume´rique que celle utilise´e dans cette e´tude.
Nous avons pu constater de plus que la me´thode de Cowell donne des re´sultats tout
a` fait satisfaisants. En effet, suivant le pas et l’ordre d’inte´gration choisis, elle permet de
re´duire les erreurs nume´riques entre le microme`tre et la dizaine de microns sur deux jours
d’inte´gration d’orbite, autrement dit elle donne des pre´cisions apparemment infe´rieures au
bruit de mesure de GRACE. Ces tests ont permis d’apporter des e´le´ments d’information
tre`s utiles sur les performances de ces deux me´thodes, et e´taient ne´cessaires dans le cadre
de l’utilisation des donne´es du satellite GRACE.
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Chapitre 7
Nouvelle de´termination du champ de
gravite´ variable a` partir
d’observations des satellites Lageos I
et II
7.1 Introduction
Le GRGS (Groupe de Recherche de Ge´ode´sie Spatiale, France) dispose d’une se´rie
temporelle de variations de C¯20 autour d’une partie constante (Biancale et al. 2002), allant
de 1985 a` 2002 (voir Fig. 7.1). Elle est issue de l’e´tude du positionnement de plusieurs
satellites graˆce au logiciel GINS (GRIM5, voir Biancale et al. 2000 et Gruber et al. 2000),
notamment les satellites dont l’orbitographie est mesure´e par te´le´me´trie laser, tels que
Lageos I, Lageos II, Starlette ou Stella (voir Fig. 7.2 et Fig. 7.3). Une telle combinaison
permet de de´coreller les coefficients harmoniques du champ a` de´terminer, comme on l’a
vu dans la partie 2.4.1.
Cette se´rie a e´te´ obtenue en introduisant dans le traitement des mode`les a priori des
∆C¯20 duˆs aux (i) variations de pression atmosphe´rique (Chao & Au 1991 ; Gegout &
Cazenave 1993b), et aux (ii) effets de mare´es solides ainsi qu’oce´aniques (IERS Conven-
tions 1996). Ces variations temporelles de C¯20 provenant des effets atmosphe´riques sont
dues a` l’attraction gravitationnelle exerce´e par l’atmosphe`re ainsi qu’a` son effet de sur-
charge (l’hypothe`se de barome`tre inverse au-dessus des oce´ans a e´te´ suppose´e) (Ge-
gout 1995).
Cette se´rie souffre cependant de quelques lacunes. En effet, lorsque l’on e´tudie son
spectre de Fourier (voir Fig. 7.4), on distingue un phe´nome`ne pe´riodique a` la pe´riode
de T ≃ 36 jours (i.e. 10 fois par an environ). Ce terme nous est apparu suspect car il
ne se rapportait a` aucun phe´nome`ne connu a` cette pe´riode. C’est pourquoi nous avons
trace´ la transforme´e en ondelettes de cette se´rie (Lambert 2003), afin de montrer l’am-
plitude de chacun des phe´nome`nes pe´riodiques pre´sents, tout du long de notre intervalle
d’e´tude (voir Fig. 7.5). Ainsi, nous avons pu constater que ce phe´nome`ne ne se produi-
sait qu’entre 1989 et 1993, pe´riode durant laquelle seul Lageos I a e´te´ pris en compte
dans le traitement d’orbite et la de´termination du champ de gravite´ (voir Fig. 7.2). Par
conse´quent, ce phe´nome`ne peut tre`s bien ne pas eˆtre significatif et n’eˆtre en fait qu’un
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Fig. 7.1 – Se´rie des variations temporelles de C¯20, issue de GRIM5.
artefact du traitement. Par la suite cela se confirmera lorsque l’on e´tudiera les se´ries issues
de la rede´termination des e´quations normales des satellites artificiels Lageos I et Lageos II
(§7.3).
Notons que ce de´faut n’a pas eu de conse´quences sur l’e´tude de´crite au Chapitre 11
(Bourda & Capitaine 2004), dans laquelle elle est utilise´e, car nous l’avons filtre´e de
manie`re a` ce que les pe´riodes infe´rieures a` 180 jours soient e´limine´es. Nous ne nous sommes
ainsi inte´resse´s qu’aux phe´nome`nes annuels, semi-annuels et a` plus long terme.
Nous allons tout d’abord rappeler les mode`les a priori de variations temporelles des
coefficients de Stokes de degre´ 2, utilise´s dans le logiciel d’orbite GINS du GRGS/CNES.
Nous allons ensuite pre´senter la rede´termination du champ de gravite´ base´e sur les
e´quations normales de Lageos I et Lageos II, dans le but d’obtenir de nouvelles se´ries
plus homoge`nes des variations temporelles des coefficients du ge´opotentiel (de degre´ 2).
Nous montrerons comment nous avons contraint la de´termination de ces coefficients de
Stokes de degre´ 2, par des donne´es de variations temporelles de certains coefficients du
champ issues du satellite GRACE. Nous pre´senterons les re´sultats obtenus et comparerons
les diffe´rentes se´ries a` notre disposition.
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Fig. 7.2 – Liste des satellites utilise´s dans le mode`le de champ de gravite´ GRIM5 de 1985
a` 1999 (source GRGS/CNES).
Fig. 7.3 – Liste des satellites utilise´s dans le mode`le de champ de gravite´ GRIM5 de 1998
a` 2002 (source GRGS/CNES).
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Fig. 7.4 – Spectre de Fourier de la se´rie de variations temporelles de C¯20 du GRGS
(GRIM5) : les pe´riodes mises en e´vidence sont annuelle, semi-annuelle et ≃ 36 jours.
Fig. 7.5 – Analyse en ondelettes de la se´rie de variations temporelles de C¯20 du GRGS
(GRIM5) : la pe´riode mise en e´vidence ici est ≃ 36 jours.
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7.2 Mode`les a priori pour les variations des coeffi-
cients de Stokes de degre´ 2
Les variations des coefficients de Stokes C¯20, C¯21, S¯21, C¯22 et S¯22 du potentiel gravi-
tationnel terrestre sont dues a` des redistributions de masses (de l’e´quateur vers les poˆles
et inversement, en ce qui concerne C¯20). Diffe´rents phe´nome`nes entrent en jeu, telles
les redistributions de masses atmosphe´riques, ou bien celles dues aux mare´es terrestres
ou oce´aniques. Ces trois effets sont mode´lise´s dans le logiciel GINS de restitution et
d’inte´gration d’orbite (CNES/GRGS). Cependant, les autres causes e´ventuelles, comme
par exemple les effets hydrologiques, ne le sont pas.
Nous nous attachons ici a` montrer comment les contributions de l’atmosphe`re et des
mare´es sont mode´lise´es pour les variations des coefficients de Stokes C¯20, C¯21, S¯21, C¯22 et
S¯22.
7.2.1 Variations dues a` la pression atmosphe´rique
Les variations de pression atmosphe´rique, induites par des redistributions de masses
dans l’atmosphe`re, ont des effets gravitationnels et contribuent par conse´quent aux va-
riations du potentiel terrestre de gravite´. Nous allons rappeler cette contribution at-
mosphe´rique a` la partie variable de C¯20, C¯21, S¯21, C¯22 et S¯22, coefficients harmoniques
sphe´riques d’ordre 2 de´crivant le ge´opotentiel.
Tout d’abord, rappelons la de´finition du potentiel atmosphe´rique Uatm de simple
couche au point (r, φ, λ) a` l’instant t :
Uatm(r, φ, λ, t) = 4 π G Re
+∞∑
l=0
1 + k
′
l
2l + 1
(
Re
r
)l+1 l∑
m=0
qlm(φ, λ, t) (7.1)
ou` Re = 6378136.46 m est le rayon e´quatorial terrestre, G = 6.672 10
−11 m3 kg−1 s−2 est la
constante gravitationnelle, et k′l est un nombre de Love (Farrell 1972), avec en particulier
k′2 = −0.305449. La charge q de pression atmosphe´rique s’e´crit en fonction des variations
de pression ∆P (donne´es en Pascals) de la manie`re suivante :
q(φ, λ, t) =
∆P (φ, λ, t)
g
(7.2)
ou` g = 9.81 m s−2. Et on peut de´velopper cette variation de pression atmosphe´rique en
harmoniques sphe´riques au point (φ, λ) a` l’instant t :
∆P (φ, λ, t) =
+∞∑
l=0
l∑
m=0
(
∆C¯lm|atm(t) cosmλ +∆S¯lm|atm(t) sinmλ
)
P¯lm(sinφ) (7.3)
ou` les ∆C¯lm|atm et ∆S¯lm|atm doivent eˆtre exprime´s en Pascals (on notera que 1 mbar = 100
Pa et que 1 Pa = 1 N m−2 = 1 kg m−1 s−2). Ces coefficients proviennent des donne´es
ECMWF de pression atmosphe´rique a` chaque noeud de la grille mode´lisant l’atmosphe`re
telle une couche.
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D’autre part, le potentiel gravitationnel terrestre au point (r, φ, λ) et a` l’instant t
s’e´crit de la manie`re suivante (voir §2.2) :
U⊕(r, φ, λ, t) =
GM
r
+∞∑
l=0
l∑
m=0
(
Re
r
)l
P¯lm(sin φ)
(
C¯lm(t) cosmλ + S¯lm(t) sinmλ
)
(7.4)
ou` M est la masse de la Terre, calcule´e a` partir de GM = 0.3986004415 1015 m3 s−2.
En e´crivant l’e´galite´ des deux expressions (7.1) et (7.4), puis en identifiant membre a`
membre, on peut de´terminer la partie variable du potentiel gravitationnel terrestre limite´
a` l’ordre 2 et provenant des variations de pression atmosphe´rique :
G M
r
(
Re
r
)2
P¯2m(sinφ)
(
∆C¯2m(t) cosmλ +∆S¯2m(t) sinmλ
)
(7.5)
= 4πGRe
1 + k
′
2
5g
(
Re
r
)3 (
∆C¯2m|atm(t) cosmλ +∆S¯2m|atm(t) sinmλ
)
P¯2m(sinφ)
pour m = 0, 1 ou 2. Par conse´quent, on obtient :
∆C¯2m(t) =
4π Re
2 (1 + k
′
2)
5Mg
∆C¯2m|atm(t) (7.6)
∆S¯2m(t) =
4π Re
2 (1 + k
′
2)
5Mg
∆S¯2m|atm(t) (7.7)
pour tout m = 0, 1 ou 2 et ou` ∆C¯2m|atm et ∆S¯2m|atm proviennent de la de´composition
en harmoniques sphe´riques des grilles de pression atmosphe´rique fournies par ECMWF
(Chao & Au 1991 ; Gegout & Cazenave 1993b), toutes les 6 h, sur les continents (en unite´s
SI, i.e. en Pascals). Nous avons trace´ ces variations temporelles du C¯20 terrestre dues aux
effets de pression atmosphe´rique (voir Fig. 7.6), ainsi que celles des autres coefficients
de degre´ 2 du potentiel gravitationnel terrestre (voir Figs. 7.11 a` 7.14). Notons qu’en
pratique, lors de l’exe´cution du programme GINS, ces ∆C¯2m|atm(t) et ∆S¯2m|atm(t) fournis
en Pa sous forme normalise´e sont lus dans des fichiers (voir Table 7.1).
SPHERICAL HARMONICS ANALYSIS of the ATMOSPHERIC
PRESSURE VARIATION over CONTINENTS : 134 93 1 1 0
50 50 48988.00 66.10
1 0 -17.71 2 0 24.05 3 0 -143.78 4 0 -21.45 5 0 -95.48
6 0 14.43 7 0 -53.82 8 0 25.71 9 0 1.43 10 0 66.05
Tab. 7.1 – Exemple de fichier lu, correspondant a` une certaine date t = 48988.00 mjd :
Valeur des coefficients harmoniques sphe´riques zonaux normalise´s (du degre´ 1 au degre´
10), correspondant a` des variations de pression atmosphe´rique ; unite´s en Pascals.
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Fig. 7.6 – ∆C¯20 atmosphe´rique normalise´ (Gauche : donne´es brutes - Eq. (7.6) ; Droite :
donne´es filtre´es, ou` les signaux de haute fre´quence ont e´te´ enleve´s) : partie atmosphe´rique
mode´lise´e du ∆C¯20, obtenue avec les donne´es ECMWF de pression atmosphe´rique.
7.2.2 Variations dues a` la Mare´e solide
Les Mare´es terrestres solides sont dues a` l’effet gravitationnel de la Lune et du Soleil
sur la Terre. Cette force admet un potentiel de´veloppable en harmoniques sphe´riques de
la manie`re suivante (limite´ ici au degre´ 2) (IERS Conventions 1996) :
U2(r, φ, λ) = G M
R2e
r3
Soleil∑
p=Lune
2∑
m=0
P¯2m(sinφ)
(
C¯2mp cosmλ + S¯2mp sinmλ
)
(7.8)
avec, pour m = 0, 1 ou 2 :
C¯2m Lune+Soleil
S¯2m Lune+Soleil
}
=
k2m R
3
e
5 M
Soleil∑
p=Lune
mp
r3p
P¯2(sin φp)
{
cos (mλp)
sin (mλp)
(7.9)
ou` C¯2m Lune+Soleil et S¯2m Lune+Soleil subissent aussi la correction fre´quentielle des nombres de
Love. Ces deux coefficients correspondent a` la contribution a` la meˆme fre´quence de la Lune
et du Soleil (voir IERS Conventions 1996). On note que k20 = 0.3019 est un nombre de
Love non de´pendant de la fre´quence de mare´e (voir IERS Conventions 1996) (tout comme
k21 = 0.2983 et k22 = 0.30102), mLune est la masse de la Lune, mSoleil est la masse du
Soleil, rLune est la distance ge´ocentrique a` chaque instant a` la Lune, et rSoleil celle au Soleil.
Ainsi, en e´crivant l’e´galite´ des e´quations Eq. (7.8) et Eq. (7.4), puis en identifiant
membre a` membre, on peut de´terminer la partie variable du potentiel gravitationnel ter-
restre d’ordre 2 provenant des mare´es solides :
G M
r
(
Re
r
)2
P¯2m(sin φ)
(
C¯2m(t) cosmλ+ S¯2m(t) sinmλ
)
(7.10)
= G M
R2e
r3
P¯2m(sinφ)
(
C¯2m Lune+Soleil cosmλ + S¯2m Lune+Soleil sinmλ
)
pour m = 0, 1 ou 2. Par conse´quent, on obtient :
C¯2m |marees terr. = C¯2m Lune+Soleil (7.11)
S¯2m |marees terr. = S¯2m Lune+Soleil (7.12)
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Nous avons trace´ les variations temporelles du C¯20 terrestre dues aux mare´es solides (voir
Fig. 7.7), ainsi que les variations des coefficients d’ordre 1 et 2 (voir Figs. 7.11 et 7.14).
Nous pouvons noter que ces variations de C¯20 comportent encore une partie constante,
ge´ne´ralement appele´e mare´e permanente (ou permanent tide en anglais), que nous devrons
soustraire (voir Fig. 7.8). Si on l’estime, on obtient : −4.215114 × 10−9 (sachant que la
valeur correspondante de l’IERS est : −4.201× 10−9).
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Fig. 7.7 – ∆C¯20 normalise´ duˆ aux mare´es
terrestres solides (En haut : donne´es
brutes - Eq. (7.9) et Eq. (7.11) ; En
bas : donne´es filtre´es, ou` les signaux de
haute fre´quence ont e´te´ enleve´s) : partie
mode´lise´e provenant des mare´es solides
du ∆C¯20 ; IERS Conventions 1996.
Fig. 7.8 – ∆C¯20 normalise´
duˆ aux mare´es terrestres so-
lides, sans la mare´e permanente.
116
7.2.3 Variations dues aux Mare´es oce´aniques
Le potentiel de Mare´e oce´anique s’e´crit de la manie`re suivante (IERS Conventions 1996) :
U(r, φ, λ, t) = 4 π G Re
∑
n
−∑
+
+∞∑
l=0
1 + k′l
2l + 1
(
Re
r
)l+1 l∑
m=0
q±n,l,m(φ, λ, t) (7.13)
ou` q = ρW h est la charge de mare´e, avec ρW = 1025 kg m
−3 la densite´ moyenne de l’eau
de mer. Le fait de sommer sur n correspond au de´veloppement en ondes de mare´es de
Doodson dont les arguments associe´s sont θn et χn. Le deuxie`me signe somme correspond
aux ondes progrades et re´trogrades, toutes deux conside´re´es. La hauteur d’eau h, qui doit
eˆtre exprime´e en me`tres, s’e´crit de la manie`re suivante :
h =
∑
n
−∑
+
+∞∑
l=0
l∑
m=0
Cˆ±n,l,m sin(θn(t) + χn ±mλ + ǫ±n,l,m) P¯lm(sin φ) (7.14)
=
∑
n
−∑
+
+∞∑
l=0
l∑
m=0
P¯lm(sinφ)
(
C±n,l,m cos(θn(t) + χn ±mλ) + S±n,l,m sin(θn(t) + χn ±mλ)
)
ou` ǫ±n,l,m est la phase et Cˆ
±
n,l,m l’amplitude normalise´e du mode`le harmonique de mare´es.
Ainsi, on e´crit : C±n,l,m = Cˆ
±
n,l,m sin(ǫ
±
n,l,m) ainsi que S
±
n,l,m = Cˆ
±
n,l,m cos(ǫ
±
n,l,m). Si on se
restreint au degre´ 2, on a :
U2m(r, φ, λ, t) = 4 π G Re
1 + k′2
5
(
Re
r
)3
ρW P¯2m(sinφ) αm (7.15)
pour m = 0, 1 ou 2, ou` αm (qui est normalise´) est exprime´ de la manie`re suivante :
αm =
∑
n
−∑
+
C±n,2,m cos(θn(t) + χn ±mλ) + S±n,2,m sin(θn(t) + χn ±mλ)
=
∑
n
−∑
+
[
C±n,2,m cos(θn(t) + χn) + S
±
n,2,m sin(θn(t) + χn)
]
cosmλ (7.16)
± [−C±n,2,m sin(θn(t) + χn) + S±n,2,m cos(θn(t) + χn)] sinmλ
Ainsi, en identifiant Eq. (7.15) avec l’e´quation Eq. (7.4) du potentiel gravitationnel
terrestre d’ordre 2, la contribution des mare´es oce´aniques a` la partie variable de ce meˆme
potentiel est la suivante :
G M
r
(
Re
r
)2
P¯2m(sinφ)
(
C¯2m(t) cosmλ + S¯2m(t) sinmλ
)
(7.17)
= 4 π G Re
1 + k′2
5
(
Re
r
)3
ρW P¯2m(sin φ) αm
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pour m = 0, 1 ou 2. Par conse´quent, on obtient :
µ =
4 π R2e (1 + k
′
2) ρW
5 M
C¯2m |marees oc. = µ
∑
n
−∑
+
C±n,2,m cos(θn(t) + χn) + S
±
n,2,m sin(θn(t) + χn) (7.18)
S¯2m |marees oc. = µ
∑
n
−∑
+
−C±n,2,m sin(θn(t) + χn) + S±n,2,m cos(θn(t) + χn)(7.19)
pour m = 0, 1 ou 2. Nous avons trace´ ces effets de contribution des mare´es oce´aniques
aux variations temporelles du C¯20 terrestre (voir Fig. 7.9), ainsi qu’aux autres coefficients
de degre´ 2 (voir Figs. 7.11 et 7.14).
Finalement, on peut tracer la se´rie totale de variations temporelles de C¯20 (voir
Fig. 7.10) ou` les mode`les a priori de´veloppe´s ci-dessus ont e´te´ rajoute´s a` la se´rie des
re´sidus (i.e. observations) (voir Fig. 7.1).
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Fig. 7.9 – ∆C¯20 normalise´ duˆ aux
mare´es oce´aniques (En haut : donne´es
brutes - Eq. (7.18) ; En bas : donne´es
filtre´es, ou` les signaux de haute
fre´quence ont e´te´ enleve´s) : par-
tie mode´lise´e provenant des mare´es
oce´aniques du ∆C¯20 ; IERS Conventions
1996.
Fig. 7.10 – ∆C¯20 normalise´ total, ou`
les mode`les a priori de variations de
C¯20 dues aux variations de pression at-
mosphe´rique et aux mare´es oce´aniques
et terrestres ont e´te´ rajoute´s aux re´sidus
(En haut : Se´rie totale ; En bas : Se´rie
sans la contribution des mare´es solides).
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Fig. 7.11 – Mode`les a priori de varia-
tions temporelles de C¯21 dues (i) aux
mare´es solides (haut), (ii) aux mare´es
oce´aniques (milieu) et (iii) a` la pression
atmosphe´rique (bas).
Fig. 7.12 – Mode`les a priori de varia-
tions temporelles de S¯21 dues (i) aux
mare´es solides (haut), (ii) aux mare´es
oce´aniques (milieu) et (iii) a` la pression
atmosphe´rique (bas).
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Fig. 7.13 – Mode`les a priori de varia-
tions temporelles de C¯22 dues (i) aux
mare´es solides (haut), (ii) aux mare´es
oce´aniques (milieu) et (iii) a` la pression
atmosphe´rique (bas).
Fig. 7.14 – Mode`les a priori de varia-
tions temporelles de S¯22 dues (i) aux
mare´es solides (haut), (ii) aux mare´es
oce´aniques (milieu) et (iii) a` la pression
atmosphe´rique (bas).
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7.3 Nouvelle de´termination du champ de gravite´ va-
riable
Les e´quations normales (voir §2.3.2, Eq. (2.26)) relatives aux satellites Lageos I et
Lageos II ont e´te´ retraite´es par le GRGS, afin de les combiner pour rede´terminer les va-
riations temporelles des coefficients de degre´ 2 du champ de gravite´ terrestre (comme an-
nonce´ au §7.1). La pe´riode retraite´e couvre les anne´es 1985 a` 2004. Plus particulie`rement,
les donne´es issues du satellite Lageos I vont du 9 Mai 1985 au 9 avril 2004 et celles
de Lageos II du 10 Octobre 1992 au 9 Avril 2004. Des arcs de 10 jours ont e´te´ traite´s
dans le logiciel (GINS) d’orbitographie du GRGS/CNES, et le champ statique EIGEN-
GRACE02S a e´te´ utilise´ (voir Fig. 5.6), afin de mieux de´terminer les se´ries temporelles
des coefficients de Stokes de degre´ 2 (Lemoine et al. 2004).
Nous allons de´crire ces nouvelles se´ries obtenues par le GRGS, ainsi que les comparai-
sons avec les pre´ce´dentes, issues de la combinaison de plusieurs satellites (GRIM5), mais
non homoge`nes sur toute la pe´riode e´tudie´e ici.
7.3.1 Re´sultats
Les se´ries de coefficients de degre´ 2 du potentiel de gravite´ terrestre de 1985 a` nos
jours obtenues lors du traitement de´crit pre´ce´demment (Biancale & Lemoine 2004) sont
issues des e´quations normales de Lageos I ou bien de Lageos II (voir Fig. 7.15(a)), ou
encore de leur combinaison (voir Fig. 7.15(b)).
L’ensemble des coefficients degre´ 2 du champ de gravite´ terrestre a e´te´ traite´, puisqu’il
nous inte´resse pour les e´tudes de la rotation de la Terre. La se´rie finale qui sera utilise´e
dans les e´tudes de la troisie`me partie sur la longueur du jour et le mouvement du poˆle
(correspondant a` C20, C21 et S21) est la se´rie combine´e, avec des contraintes de continuite´,
issue du traitement des e´quations normales combine´es de Lageos I et Lageos II (voir
Fig. 7.15(b) et Fig. 7.16). Cette combinaison est ne´cessaire afin de de´coreller les coefficients
du potentiel de gravite´ terrestre (voir §2.4.1).
Des contraintes de continuite´ ont e´te´ applique´es (voir Fig. 7.15(b) et Fig. 7.15(c)) afin
que la se´rie obtenue n’ait pas une trop grande dispersion (e´cart de l’ordre de 10−11 par
rapport a` la moyenne).
7.3.2 Comparaisons
Comparons les re´sultats obtenus au paragraphe pre´ce´dent pour le coefficient C¯20 avec
la se´rie issue du mode`le GRIM5. Nous constatons que le pic a` la pe´riode d’environ 10
jours apparaissant dans les donne´es de C¯20 de GRIM5 (voir §7.1) a disparu lors de la
rede´termination des e´quations normales de Lageos I et Lageos II (voir Fig. 7.17). Cette
dernie`re se´rie est comme pre´vu plus homoge`ne, et le phe´nome`ne en cause devait provenir
d’un aliasing dans l’ancien traitement.
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seul, puis d’autre part (ii) de Lageos II seul.
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Fig. 7.15 – Variations temporelles du coefficient C¯20 du potentiel de gravite´ terrestre,
issues de la rede´termination des e´quations normales de Lageos I et Lageos II, de 1985 a`
2004.
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(b) Variations temporelles des coefficients C¯22
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Fig. 7.16 – Variations temporelles des coefficients de degre´ 2 puis d’ordre 1 et 2 du
potentiel de gravite´ terrestre, issues de la rede´termination des e´quations normales de
Lageos I et Lageos II, de 1985 a` 2004.
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(a) Comparaison des se´ries de variations tem-
porelles de C¯20 issues du mode`le GRIM5 et
de la nouvelle ite´ration de´taille´e dans ce para-
graphe.
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(b) Spectre de Fourier de la nouvelle se´rie de
C¯20 combine´e (voir Fig. 7.15(b)).
Fig. 7.17 – Comparaison entre la rede´termination des e´quations normales de Lageos I et
Lageos II, et l’ancien mode`le GRIM5.
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7.4 De´termination base´e sur des contraintes issues
de donne´es de la mission GRACE
Nous avons poursuivi nos investigations sur la nouvelle ite´ration des se´ries de coeffi-
cients de degre´ 2 du potentiel de gravite´ terrestre, en e´tudiant si les donne´es issues du
satellite GRACE ne pouvaient pas nous apporter des informations supple´mentaires. Ce sa-
tellite permet de de´terminer les variations temporelles du champ de gravite´ par la mesure
de la variation de distance entre les deux satellites co-orbitaux GRACE-A et GRACE-B
(voir §5.3). Nous nous sommes donc demande´ si l’apport de ces donne´es du champ variable
ne pouvait pas nous permettre de mieux de´coreller les coefficients de degre´ 2 par rapport
aux autres coefficients de Stokes. En effet, seulement deux satellites ont e´te´ utilise´s lors
de la rede´termination pre´sente´e au §7.3, alors qu’initialement dans le traitement GRIM5
il y en avait une vingtaine.
Nous avons donc tout d’abord e´tudie´ les donne´es disponibles de GRACE, afin d’en tirer
une mode´lisation, que nous avons introduite dans nos traitements. Nous allons pre´senter
les re´sultats obtenus.
7.4.1 Donne´es de la mission GRACE utilise´es
Actuellement, environ deux anne´es de donne´es GRACE ont e´te´ traite´es au CSR (Cen-
ter for Space Research) a` l’Universite´ du Texas (Austin, USA). Ce sont :
• des donne´es de positionnement laser et GPS du satellite,
• des acce´le´rations mesure´es par les deux acce´le´rome`tres embarque´s,
• des mesures de distance inter-satellites.
Elles sont utilise´es dans un logiciel d’orbitographie ou` l’on ajuste ces donne´es par rapport
a` des mode`les (voir §2.3). En particulier, les valeurs mensuelles pour chacun des coeffi-
cients du champ de gravite´ terrestre sont de´termine´es.
Les se´ries temporelles des coefficients du potentiel de gravite´ du degre´ 2 au degre´ 4,
ainsi que des coefficients zonaux jusqu’au degre´ 10 (voir Fig. 7.18 - Fig. 7.21), obtenues
par le CSR ont e´te´ trace´es. Nous pouvons constater que C¯20 ne coincide pas avec la se´rie
obtenue en traitant des satellites observe´s par te´le´me´trie laser (sur la base du mode`le
GRIM5). Dans la Figure 7.18, on note une bien meilleure correspondance entre les deux
se´ries pour les coefficients C¯21, S¯21, C¯22 et S¯22.
Sur cette base, nous avons mode´lise´ ces variations (des coefficients du ge´opotentiel
de degre´ 3 et 4, puis des zonaux du degre´ 3 au degre´ 10) de manie`re annuelle et semi-
annuelle et nous les avons introduites dans le traitement des nouvelles e´quations normales
de Lageos I et Lageos II (§7.3), sous forme de contraintes. Nous allons e´tudier si cela
nous permet de mieux re´soudre les coefficients de degre´ 2 du potentiel gravitationnel
terrestre, et si ces derniers sont notablement diffe´rents (obtenus avec les contraintes) de
ceux obtenus au §7.3.
7.4.2 Re´sultats et Comparaisons
Les deux me´thodes suivantes induisent des diffe´rences dans les se´ries correspondantes
de coefficients de degre´ 2 du potentiel gravitationnel terrestre :
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Fig. 7.18 – Se´ries temporelles des coefficients de degre´ 2 du potentiel gravitationnel ter-
restre, issues des donne´es GRACE (CSR, Texas-USA).
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Fig. 7.19 – Se´ries temporelles des coefficients de degre´ 3 du potentiel gravitationnel ter-
restre, issues des donne´es GRACE (CSR, Texas-USA).
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Fig. 7.20 – Se´ries temporelles des coefficients de degre´ 4 du potentiel gravitationnel ter-
restre, issues des donne´es GRACE (CSR, Texas-USA).
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Fig. 7.21 – Se´ries temporelles des coefficients zonaux (du degre´ 3 au degre´ 10) du potentiel
gravitationnel terrestre, issues des donne´es GRACE (CSR, Texas-USA).
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(f) Erreur dans l’ajustement de C¯22 et S¯22.
Fig. 7.22 – Pour chaque coefficient de degre´ 2 du potentiel de gravite´ terrestre, on compare
les valeurs obtenues par les deux manie`res diffe´rentes suivantes : (i) par la me´thode dite
”Rede´termination”, puis (ii) par la me´thode dite ”Rede´termination avec contraintes” .
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• La rede´termination des coefficients de degre´ 2 du potentiel de gravite´ du §7.3
(me´thode nomme´e pour la suite ”Rede´termination”) (Biancale & Lemoine 2004),
• La rede´termination des coefficients de degre´ 2 du potentiel de gravite´ du §7.3,
contrainte par des donne´es issues de l’e´tude des satellites GRACE (i.e. donne´es de va-
riations temporelles de certains autres coefficients du ge´opotentiel) (me´thode nomme´e
par la suite ”Rede´termination avec contraintes”). Les donne´es de contrainte utilise´es
pre´ce´demment sont des mode`les annuels et semi-annuels ajuste´s sur les se´ries temporelles
CSR de coefficients du champ de gravite´ GRACE (i.e. coefficients J3, J4, C31, etc ...).
Calculons les diffe´rences en valeur absolue entre les deux se´ries (pour chacun des 5 coeffi-
cients de degre´ 2 du ge´opotentiel). Comparons ensuite ces diffe´rences aux erreurs d’estima-
tion faites lors de l’ajustement des coefficients de degre´ 2 dans le logiciel d’orbitographie.
Pour le coefficient C¯20 du ge´opotentiel, les diffe´rences entre les deux se´ries sont plus
importantes au de´but de l’intervalle d’e´tude (voir Fig. 7.22(a)). Ceci est duˆ au fait que jus-
qu’en 1992, seul Lageos I est utilise´ dans le traitement du §7.3. Dans ce cas, les contraintes
par les donne´es GRACE permettent d’ame´liorer la de´termination et la diffe´rence entre les
deux se´ries s’en ressent. Alors que pour la pe´riode ou` Lageos II est ajoute´ au traitement (ce
qui induit une meilleure de´corellation des coefficients), ces contraintes deviennent moins
ne´cessaires et la diffe´rence entre les deux se´ries est donc moindre (voir Fig. 7.22(b)).
Notons que les diffe´rences entre les deux types de se´ries des coefficients de degre´
2 (voir Fig. 7.22(a), Fig. 7.22(c) et Fig. 7.22(e)) ne sont pas significatives par rapport
aux erreurs engendre´es par l’ajustement (voir Fig. 7.22(b), Fig. 7.22(d) et Fig. 7.22(f),
respectivement), aux meˆmes dates.
7.5 Conclusion
Nous avons tout d’abord de´taille´ dans ce Chapitre les mode`les a priori imple´mente´s
dans le logiciel d’orbitographie (GINS) du GRGS/CNES, qui nous permettent d’ajuster
les coefficients de Stokes suivants : C¯20, C¯21, S¯21, C¯22 et S¯22. Ces mode`les permettent
d’e´tablir la contribution des mare´es terrestres solides, des mare´es oce´aniques ou bien des
variations de pression atmosphe´rique a` ces variations du ge´opotentiel. Les se´ries que nous
avons de´termine´es nous permettront de traiter la Terre en tant que syste`me global dans
la troisie`me partie de cette the`se.
Ce Chapitre nous a ensuite permis de pre´senter la rede´termination des coefficients de
degre´ 2 du potentiel gravitationnel terrestre effectue´e au GRGS, sur la base des mesures de
positionnement des satellites Lageos I et Lageos II, entre 1985 et 2004 (Lemoine et al. 2004,
Biancale & Lemoine 2004). Ceci nous permet de disposer de se´ries plus homoge`nes, base´es
sur un champ de gravite´ statique GRACE tre`s pre´cis.
Enfin, nous avons montre´ comment nous avons contraint cette rede´termination par des
donne´es de variations temporelles GRACE d’autres coefficients du ge´opotentiel. Cepen-
dant, cette contrainte n’a pas apporte´ d’ame´liorations significatives. Toutefois, nous ne
disposions que de moins de deux anne´es de donne´es GRACE afin d’e´tablir les ajustements
et les mode`les de contrainte. C’est un intervalle de temps encore trop faible pour pouvoir
tirer une conclucion de´finitive.
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Chapitre 8
Conclusion de la Deuxie`me Partie
Dans cette Partie de la the`se, nous avons de´crit les missions gravime´triques CHAMP et
GRACE, dont nous avons utilise´ certaines donne´es. Ces satellites ont une grande impor-
tance dans la de´termination du champ de gravite´ statique et variable. Nous commenc¸ons
a` disposer des donne´es des satellites GRACE qui apportent des re´sultats probants sur le
champ de gravite´ statique et variable. Par contre, le coefficient du potentiel gravitationnel
terrestre de degre´ 2 et d’ordre 0, qui est un parame`tre fondamental pour l’e´tude de la
rotation terrestre via le champ de gravite´, ne semble pas aussi bien de´termine´ par le sa-
tellite GRACE que les autres coefficients. Ce satellite n’est pas optimal pour de´terminer
J2 = −C20, notamment car il est situe´ bas en altitude. C’est pourquoi les satellites situe´s
a` des altitudes de l’ordre de 5000 km, comme ceux positionne´s par te´le´me´trie laser, seront
encore utiles afin de de´terminer les variations temporelles de C¯20.
Nous avons pre´sente´ une e´tude faite sur les me´thodes d’inte´gration nume´rique pour
le calcul d’orbite, dans laquelle nous avons compare´ la me´thode de Cowell, ge´ne´ralement
utilise´e, avec celle d’Encke. Une telle e´tude s’est ave´re´e ne´cessaire dans l’optique du traite-
ment des donne´es du satellite GRACE, avec le logiciel GINS du CNES/GRGS. La mesure
inter-satellite e´tant d’une pre´cision de l’ordre de 10 microme`tres, il ne fallait pas perdre
un tel avantage lors des ope´rations d’inte´gration nume´rique pour le calcul de l’orbite du
satellite. La me´thode d’Encke est base´e sur l’inte´gration de la position du satellite par
rapport a` une orbite analytique moyenne. L’ide´e sous-jacente e´tait donc d’inte´grer en re-
latif par rapport a` une meˆme orbite de re´fe´rence les orbites des deux satellites GRACE.
Suite aux tests effectue´s, la me´thode de Cowell s’est ave´re´e tre`s pre´cise par rapport au
bruit des mesures du satellite GRACE, et la me´thode d’Encke n’a finalement pas apporte´
d’ame´lioration supple´mentaire.
Enfin, nous avons de´crit les nouvelles se´ries du GRGS de degre´ 2 des coefficients du
ge´opotentiel, base´es sur la rede´termination des e´quations normales de Lageos I et La-
geos II, entre 1985 et 2004. Elles sont, comme pre´vu, plus homoge´nes que les anciennes
se´ries, issues du mode`le GRIM5. Les contraintes introduites en supple´ment, graˆce a` des
donne´es GRACE de variations temporelles de coefficients du ge´opotentiel, n’ont pas ap-
porte´ d’ame´liorations significatives a` ces se´ries.
L’utilisation de ces se´ries temporelles de C¯20, C¯21 et S¯21 pour e´tudier les variations des
parame`tres d’orientation terrestres (EOP) fait l’objet de la Partie suivante.
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Troisie`me partie
Analyse et interpre´tation de
l’influence des variations du champ
de gravite´ sur les parame`tres
d’orientation terrestre
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Chapitre 9
Vitesse de rotation terrestre : Dure´e
du jour
9.1 Introduction
Dans le Chapitre 3, nous avons donne´ les e´quations reliant les variations de la longueur
du jour ∆(LOD) (par rapport a` une dure´e du jour solaire moyen de 86400 s SI) a` celles du
coefficient harmonique sphe´rique C20 du potentiel gravitationnel terrestre. Le but de ce
chapitre est de comparer le ∆(LOD) observe´, avec celui correspondant a` la se´rie temporelle
de C20. Ceci afin d’e´valuer quelles informations ge´ophysiques (sur la rotation terrestre)
peuvent nous apporter ces se´ries temporelles ge´ode´siques.
Nous allons utiliser la se´rie C04 de ∆(LOD) obtenue a` l’IERS (note´e ∆(LOD)C04),
couvrant la pe´riode de 1962 a` 2004. Cette se´rie est obtenue graˆce a` des combinaisons
de mesures VLBI et satellites (voir Table 1.5). Nous disposons e´galement de la se´rie de
variations temporelles de C20 de´crite au Chapitre 7 (§7.3, Fig. 7.15(b)), et obtenue graˆce
a` la rede´termination du champ de gravite´ base´e sur les e´quations normales de Lageos I et
II (Biancale & Lemoine 2004), couvrant la pe´riode de 1985 a` 2004.
Les causes ge´ophysiques de variation de la longueur du jour sont relativement bien
connues de nos jours, et l’on sait en particulier qu’une majeure partie de ce phe´nome`ne
est due aux de´placements atmosphe´riques (≃ 90%). De plus, l’effet des variations du coef-
ficient harmonique sphe´rique C20, qui n’est sensible qu’aux re´partitions de masse (dans la
Terre globale), ne contribue qu’a` la partie matie`re de la fonction d’excitation du ∆(LOD).
Par conse´quent, afin d’e´tudier la composante du ∆(LOD) due aux variations de C20, il
nous faudra retirer du ∆(LOD) observe´ (i.e. ∆(LOD)C04) cet effet pre´ponde´rant de la
partie mouvements, qui est bien mode´lise´.
Pour e´tudier la composante du ∆(LOD) due aux variations du coefficient C20, nous
allons proce´der de deux manie`res comple´mentaires : (i) l’une base´e sur la se´rie ”observe´e”
∆(LOD)C04 a` laquelle on retire les contributions connues de mare´es zonales et de la partie
mouvement des fonctions d’excitation (partie ”vent” du moment cine´tique atmosphe´rique
axial et partie ”courant” du moment cine´tique oce´anique axial) qui est bien mode´lise´e,
et (ii) l’autre base´e sur la valeur de ∆(LOD) correspondant au ∆C20 provenant des
donne´es de ge´ode´sie spatiale. Nous comparerons ensuite ces deux re´sultats afin d’e´valuer
si les donne´es de variations temporelles du champ de gravite´ peuvent nous apporter des
informations pertinentes sur les variations de la longueur du jour.
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9.2 Application
9.2.1 Calcul du ∆(LOD)matiere a` partir des observations de la
longueur du jour
L’e´quation Eq. (3.19) re´git le comportement des variations de la longueur du jour
en fonction des variations ∆C20 et des moments cine´tiques relatifs, pour un syste`me ou`
le manteau est de´couple´ du noyau. Cette hypothe`se est raisonnable dans le sens ou` nous
nous inte´ressons dans cette e´tude a` des effets de pe´riode minimale semi-annuelle. La partie
mouvement du ∆(LOD) s’e´crit alors :
∆(LOD)mouvement = LODre´fe´rence×
h3
Cm Ω
(9.1)
Nous utilisons la se´rie temporelle ∆(LOD)C04 de´crite pre´ce´demment, a` laquelle nous de-
vons retirer les mode`les et donne´es suivantes (voir Table 9.1), si nous voulons la comparer
au ∆(LOD) correspondant a` ∆C20 :
• Le mode`le pour les variations zonales de ∆(LOD) (voir IERS Conventions 2003),
dues aux de´formations de mare´es terrestres produisant une variation du moment principal
d’inertie C et donc une variation de la vitesse de rotation terrestre (voir Fig. 9.1),
• La partie vent du moment cine´tique atmosphe´rique axial (i.e. hAtm3 ; voir Eq. (9.1)),
qui est proportionnelle a` la partie vent de la fonction d’excitation effective atmosphe´rique
axiale. Cette dernie`re est calcule´e suivant le mode`le NCEP/NCAR Reanalysis IB (Salstein
& Rosen 1997) sous l’hypothe`se du barome`tre inverse (voir Fig. 9.2 et Fig. 9.3) :
∆(LOD)vents = LODre´fe´rence× χeff3 vents = LODre´fe´rence×
hAtm3
Cm Ω
(9.2)
Nous avons duˆ filtrer cette se´rie (filtre passe-bande), de manie`re a` supprimer les pe´riodes
infe´rieures a` 2 jours, pour pouvoir l’interpoler afin d’obtenir des valeurs avec le meˆme pas
en temps que les autres se´ries de la Table 9.1 que nous utilisons (a` savoir un pas de temps
de 1 jour).
• La partie courant du moment cine´tique oce´anique axial (i.e. hOcean3 ; voir Eq. (9.1)),
qui est proportionnelle a` la partie courant de la fonction d’excitation effective oce´anique
axiale. Cette dernie`re est calcule´e selon le mode`le de Gross 2003 (aussi Gross 2004) (voir
Fig. 9.2) :
∆(LOD)courants = LODre´fe´rence× χeff3 courants = LODre´fe´rence×
hOcean3
Cm Ω
(9.3)
• Une tendance a` long terme, afin d’e´liminer les termes de´cennaux de ∆(LOD)C04,
filtre´e (filtre passe-bande) de manie`re a` ne garder que les pe´riodes infe´rieures a` 10 ans
(voir Fig. 9.4). En effet, les donne´es de ∆C20 ne permettent pas de mettre en e´vidence de
tels phe´nome`nes, se produisant a` la frontie`re noyau-manteau (effets e´lectromagne´tiques)
et sur des e´chelles de temps assez longues.
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Tab. 9.1 – Se´ries temporelles utilise´es dans cette e´tude.
Type de donne´es Se´rie Intervalle de temps Pas de temps
(jours juliens modifie´s) (anne´es)
∆(LOD) observe´ C04 de l’IERS 37665 - 53164 1962 - 2004 1 jour
Moment cine´tique Reanalysis IB 32551 - 52729.5 1948 - 2003 6 h
Atmosphe´rique (Salstein & Rosen 1997)
(Kalnay et al. 1996)
Moment cine´tique Gross 2003, Gross 2004 44240 - 52364 1980 - 2002 1 jour
Oce´anique
Mare´es zonales IERS Conventions 2003 37665 - 53164 1962 - 2004 1 jour
Se´ries de ∆C¯20, Biancale et al. 2004 46194 - 53054 1985-2004 10 jours
C¯21 et S¯21 Chapitre 7
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Fig. 9.1 – ∆(LOD)C04 compare´e a` sa contribution provenant des mare´es zonales.
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Fig. 9.2 – ∆(LOD)C04 compare´e a` sa contribution provenant (i) des vents atmosphe´riques,
et (ii) des courants oce´aniques.
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LOD issu du moment cinétique atmosphérqiue axial (partie vents)
Fig. 9.3 – Comparaison de (i) ∆(LOD)C04 corrige´e des mare´es zonales et de (ii) ∆(LOD)
issu du moment cine´tique atmosphe´rique axial (partie ”vent”).
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LOD-(Marées Zonales, Atmosphère (vent), Longs termes, Océan (courants))
Fig. 9.4 – Diffe´rentes contributions aux variations de la longueur du jour. Se´rie
∆(LOD)astro (en rose) : on a retire´ a` ∆(LOD)C04 les mode`les de (i) mare´es zonales,
(ii) partie ”vent” du moment cine´tique atmosphe´rique axial, (iii) tendance a` long terme,
et (iv) partie ”courant” du moment cine´tique oce´anique axial.
139
Nous obtenons alors le ∆(LOD) corrige´ des effets de´crits pre´ce´demment : notons-
le ∆(LOD)astro (voir Fig. 9.4). Dans le paragraphe suivant, la se´rie ainsi obtenue sera
compare´e a` la partie matie`re du ∆(LOD), calcule´e a` partir des donne´es de ∆C20.
9.2.2 Calcul du ∆(LOD)matiere a` partir des variations temporelles
du coefficient de Stokes C20
La partie matie`re de ∆(LOD) peut eˆtre calcule´e graˆce aux variations temporelles du
coefficient harmonique sphe´rique C¯20, de la manie`re suivante (voir Eq. (3.19)) :
∆(LOD) matiere = −LODre´fe´rence
2
3 Cm
M R2e
√
5× (9.4)[
(1 + k′2) ∆C¯20
Atm, Ocean
+∆C¯20
Autre Origine
]
avec LODre´fe´rence = 86400 s, (1 + k
′
2) = 0.7 (Barnes et al. 1983), Cm = 7.0400 × 1037
kg m2 (voir Table 1.2),M et Re la masse et le rayon e´quatorial terrestres, respectivement.
Afin d’exprimer la partie matie`re de ∆(LOD) graˆce aux donne´es de ∆C¯20, nous allons
utiliser la se´rie de ∆C¯20 obtenue par le GRGS (Biancale & Lemoine 2004 ; voir Chapitre 7)
dont nous avons parle´ dans l’introduction. Cette se´rie est compose´e de diffe´rents termes :
(1) Re´sidus de l’ajustement du mode`le de champ de gravite´ EIGEN-GRACE avec des
donne´es issues des mesures de te´le´me´trie laser sur les satellites Lageos I et II (entre 1985
et 2004) ; se´rie note´e ∆C20
Autre Origine (voir Fig. 7.15(b), §7.3.1),
(2) Mode`le de variations temporelles de C¯20 dues a` la pression atmosphe´rique (issu
des donne´es ECMWF), tenant compte des effets de surcharge atmosphe´rique sur la crouˆte
terrestre (voir Fig. 7.6, §7.2.1),
(3) Mode`le de variations temporelles de C¯20 dues aux mare´es terrestres solides (IERS
Conventions 1996) (voir Fig. 7.8, §7.2.2), et
(4)Mode`le de variations temporelles de C¯20 dues aux mare´es oce´anique (IERS Conven-
tions 1996), tenant compte des effets de surcharge oce´anique sur la crouˆte terrestre (voir
Fig. 7.9, §7.2.3).
Les mode`les de´crits plus haut ont e´te´ suppose´s lors de l’ajustement d’orbite des sa-
tellites artificiels permettant de de´terminer le champ de gravite´ terrestre. Nous pouvons
donc noter que si nous rajoutons a` la se´rie des observations de ∆C¯20 (donne´es (1)) les
se´ries dues a` la pression atmosphe´rique (mode`le (2)), et aux mare´es terrestres solides et
oce´aniques (mode`les (3) et (4), respectivement), nous obtenons les variations totales du
coefficient C¯20, re´ellement observe´es par les satellites (voir Fig. 7.10 ; se´rie note´e par la
suite ∆C¯Total20 ). Cette se´rie comprend donc naturellement les effets de surcharge des couches
atmosphe´rique et oce´anique sur la crouˆte terrestre. Nous utiliserons donc l’e´quation sui-
vante :
∆(LOD) matiere = −LODre´fe´rence
2
3 Cm
M R2e
√
5 ∆C¯20
Total
(9.5)
e´tant donne´ que les effets de surcharge sont de´ja` compris dans les coefficients C¯Atm20 et
C¯Ocean20 .
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Pour comparer la se´rie de ∆(LOD) correspondant aux variations temporelles de C¯20
(voir Eq. (9.5)) avec la se´rie ∆(LOD)astro, nous devrons lui retirer (i) les effets des mare´es
zonales (mode`le IERS Conventions 2003), ainsi que (ii) les effets a` long terme (filtre
passe-bande). Nous obtenons alors la se´rie que nous notons : ∆(LOD)geod.
Tab. 9.2 – Rappel des de´finitions des se´ries ∆(LOD)astro et ∆(LOD)geod, puis ensuite de
∆(LOD)residus.
Se´rie initiale Effets retire´s
∆(LOD)astro ∆(LOD)C04 Mare´es zonales (IERS Conventions 2003)
Partie vents du moment cine´tique axial atmosphe´rique
Partie courants du moment cine´tique axial oce´anique
Tendance a` long terme (pe´riodes supe´rieures a` 10 ans)
∆(LOD)geod ∆C¯
Total
20
Mare´es zonales (IERS Conventions 2003)
(donne´es (1) + mode`les Tendance a` long terme (pe´riodes supe´rieures a` 10 ans)
(2), (3) et (4)))
∆(LOD)residus ∆C20
Autre Origine Tendance a` long terme (pe´riodes supe´rieures a` 10 ans)
(donne´es (1))
9.2.3 Comparaison des deux approches
Tout d’abord, comparons les signaux a` long terme du ∆(LOD) calcule´ avec chacune
des deux approches pre´ce´dentes (voir Fig. 9.5), signaux que nous retirons par la suite pour
la comparaison des deux se´ries (comme nous l’avons de´crit pre´ce´demment). Nous pouvons
constater que les amplitudes de ces effets ne sont pas comparables. L’effet a` long terme
de la courbe noire est impute´ aux effets e´lectromagne´tiques a` la frontie`re noyau-manteau.
Dans la Figure 9.6, nous comparons les se´ries ∆(LOD)astro et ∆(LOD)geod de´crites
pre´ce´demment. Notons que ∆(LOD)astro a e´te´ filtre´e (filtre passe-bande) de manie`re a`
supprimer les pe´riodes infe´rieures a` 20 jours, pour pouvoir l’interpoler afin d’obtenir des
valeurs avec le meˆme pas en temps que la se´rie issue des donne´es de ∆C¯20 (a` savoir un
pas de temps de 10 jours).
Les diffe´rences subsistant entre ces deux se´ries peuvent eˆtre en partie dues au fait que
(i) les donne´es ayant e´te´ utilise´es pre´ce´demment (que ce soit pour les parties mouvement
des moments cine´tiques axiaux atmosphe´rique et oce´anique, ou pour les donne´es de ∆C¯20)
sont entache´es d’erreur, et (ii) les mode`les imple´mente´s (pour les mare´es zonales ou bien
les contributions atmosphe´rique et oce´anique de ∆C¯20) ne sont pas parfaits. Mais ceci
peut aussi eˆtre duˆ d’autre part a` la partie mouvement des effets hydrologiques (comprise
dans ∆(LOD)astro mais pas dans ∆(LOD)geod) dont nous n’avons pas tenu compte dans
cette e´tude (car il n’y a pas de mode`le standard actuellement).
La corre´lation entre ces deux se´ries est e´gale a` 0.58. Nous avons trace´ les
spectres de chacune de ces deux se´ries, afin d’identifier les signaux pre´sents dans le
∆(LOD) calcule´ de ces deux manie`res. Les pe´riodes annuelle et semi-annuelle sont mises
en e´vidence (voir Fig. 9.7). Nous pouvons alors constater un tre`s bon accord entre les
signaux annuels d’une part, et les signaux semi-annuels d’autre part, dans ces deux se´ries.
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Fig. 9.5 – Comparaison de (i) ∆(LOD)C04 prive´ des mare´es zonales ainsi que des effets du
moment cine´tique atmosphe´rique axial (partie ”vent”), avec (ii) ∆(LOD) issu du calcul
a` partir de ∆C¯Total20 (Eq. (9.5)), e´galement prive´ des effets des mare´es zonales.
Nous avons ajuste´ des mode`les pe´riodiques (annuel et semi-annuel) dans ces deux se´ries
(voir Table 9.3, puis Fig. 9.8(a) et Fig. 9.9(a)), de la manie`re suivante : A cos(ω t+φ), ou` A
est l’amplitude du signal en ms, ω sa fre´quence (ω = 2 π/T , ou` T est la pe´riode en anne´es),
et φ sa phase. Nous les avons ensuite soustrait afin d’e´liminer les termes saisonniers dans
nos deux se´ries (voir Fig. 9.8(b) et Fig. 9.9(b)). Ainsi, nous pouvons comparer ces deux
se´ries ou` les termes saisonniers (estime´s) ont e´te´ retire´s (voir Fig. 9.10(a)), puis tracer leurs
spectres de Fourier. Leur corre´lation est dore´navant e´gale a` 0.62. La figure 9.10(b)
nous montre alors que les signaux restant peuvent eˆtre conside´re´s dans le bruit.
Tab. 9.3 – Mode`les saisonniers ajuste´s dans les se´ries ∆(LOD)astro et ∆(LOD)geod, puis
ensuite ∆(LOD)residus.
∆(LOD)astro ∆(LOD)geod ∆(LOD)residus
Pe´riode Amplitude Phase Amplitude Phase Amplitude Phase
ms ms ms
annuelle 0.034 235◦.25 0.035 279◦.23 0.033 240◦.01
semi-annuelle 0.049 211◦.98 0.056 154◦.58 0.026 148◦.08
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Fig. 9.6 – Comparaison de ∆(LOD)astro et ∆(LOD)geod.
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Fig. 9.7 – Comparaison des spectres de Fourier de ∆(LOD)astro et ∆(LOD)geod.
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(a) Comparaison de ∆(LOD)astro au mode`le.
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Fig. 9.8 – Donne´es de ∆(LOD)astro compare´es a` un mode`le pe´riodique (termes annuel et
semi-annuel) ajuste´, que l’on soustrait.
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(a) Comparaison de ∆(LOD)geod au mode`le.
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Fig. 9.9 – Donne´es de ∆(LOD)geod compare´es a` un mode`le pe´riodique (termes annuel et
semi-annuel) ajuste´, que l’on soustrait.
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(a) Comparaison de ∆(LOD)astro et
∆(LOD)geod auxquels on a soustrait les
termes saisonniers (mode`les).
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(b) Spectres de Fourier des termes non-
saisonniers de ∆(LOD)astro et ∆(LOD)geod.
Fig. 9.10 – Termes non-saisonniers de ∆(LOD)astro et ∆(LOD)geod.
9.2.4 Informations ge´ophysiques apporte´es par la se´rie tempo-
relle C20
Sur la base de l’e´quation (3.18) et toujours sous l’hypothe`se que la trace du tenseur
d’inertie est invariante dans le temps, nous e´crivons :
cAutre Origine33 (t) = −
2
3
M R2e ∆C20Autre Origine(t) (9.6)
en supposant que cet incre´ment d’inertie est duˆ aux phe´nome`nes autres que la pression
atmosphe`rique et les mare´es oce´aniques ou solides. Cependant, ceci ne s’e´crit que dans la
limite de pre´cision des mode`les imple´mente´s pour la de´termination de ∆C20
Autre Origine
(mode`les (2), (3) et (4) de´crits au paragraphe pre´ce´dent, dont les erreurs e´ventuelles
entachent les valeurs de ∆C20
Autre Origine).
Comme nous disposons des mode`les de variations temporelles de C20 dues aux varia-
tions de pression atmosphe´rique, ainsi qu’aux mare´es oce´aniques et solides, nous pouvons
alors de´terminer cAutre Origine33 (voir Fig. 9.11).
D’apre`s l’e´quation (9.5), nous pouvons de´terminer le ∆(LOD) duˆ a` ces variations
temporelles de C20 a priori autres que celles de la pression atmosphe´rique et des mare´es
oce´aniques et solides. Comme pre´ce´demment, il est filtre´ afin d’e´liminer les tendances
et pe´riodes supe´rieures a` 10 ans. La se´rie ainsi obtenue est note´e : ∆(LOD)residus (voir
Table 9.2).
Dans la figure 9.12 on le compare a` ∆(LOD)geod et il est compare´ a` ∆(LOD)astro dans
la figure 9.13 : leur corre´lation est e´gale a` 0.59. Nous trac¸ons ensuite son spectre de
Fourier (voir Fig. 9.14) et des termes saisonniers sont mis en e´vidence, dont l’amplitude
est 33 µs pour le terme annuel et 26 µs pour le semi-annuel (voir Table 9.3).
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Sous l’hypothe`se que l’affirmation de l’invariance de la trace du tenseur d’inertie dans
le temps est juste, cette se´rie ∆(LOD)residus nous donne des informations sur des sources
ge´ophysiques qui contriburaient aux variations de la longueur du jour. Il faudra comparer
cette se´rie a` des mode`les ge´ophysiques d’hydrologie et de variations des eaux continentales.
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Fig. 9.11 – Se´rie de l’incre´ment d’inertie cAutre Origine33 due aux autres phe´nome`nes
ge´ophysiques de redistributions de masses que la pression atmosphe`rique et les mare´es
oce´aniquess ou solides.
9.3 Conclusion
Dans ce Chapitre, nous avons reconstitue´ les variations de la longueur du jour corres-
pondant a` la se´rie temporelle du coefficient harmonique sphe´rique C¯20 de degre´ 2 et d’ordre
0 du potentiel gravitationnel terrestre (GRGS, Biancale & Lemoine 2004). Ce coefficient
C20 correspond en effet a` la partie matie`re de ∆(LOD), provenant des redistributions
de masses de la Terre entie`re et non pas du manteau seul. Le but e´tait de valider cette
se´rie temporelle de C20 graˆce aux donne´es de variation de longueur du jour. Les effets de
surcharge duˆs aux couches atmosphe´rique et oce´anique sur la crouˆte terrestre sont direc-
tement pris en compte dans la se´rie de ∆C¯Total20 . Nous avons de plus suppose´ que ∆Tr(I)
e´tait nulle, autrement dit que la somme des e´le´ments diagonaux du tenseur d’inertie ne
variait pas dans le temps, afin de pouvoir nous baser sur l’e´quation (9.5). Cette hypothe`se
nous a semble´ raisonnable dans la mesure ou` le syste`me conside´re´ est global (i.e. syste`me
{Terre-Atmosphe`re-Oce´ans-Hydrosphe`re}), c’est-a`-dire dans la mesure ou` il n’y a pas de
perte de masse de notre syste`me.
Nous avons compare´ les parties matie`re de ∆(LOD) obtenues de deux manie`res
inde´pendantes : (i) issues des mesures de la longueur du jour (∆(LOD)C04) et des moments
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Fig. 9.12 – Comparaison des se´ries ∆(LOD)geod et ∆(LOD)residus.
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Fig. 9.13 – Comparaison des se´ries ∆(LOD)astro et ∆(LOD)residus.
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Fig. 9.14 – Comparaison des spectres de fourier des se´ries ∆(LOD)astro et ∆(LOD)residus.
cine´tiques atmosphe´rique et oce´anique axiaux (parties mouvement) (se´rie ∆(LOD)astro),
et (ii) issues des donne´es de ∆C¯20 (se´rie ∆(LOD)geod). Ceci nous permet de mettre en
e´vidence une assez bonne corre´lation (e´gale a` 0.58) entre ces deux se´ries, posse´dant toutes
deux des termes saisonniers. Les donne´es de ∆C¯20 permettent de mettre en e´vidence un
terme semi-annuel (annuel, respectivement) d’amplitude ≃ 56 µs (≃ 35 µs, respective-
ment) dans le ∆(LOD)matiere, dans la limite de leur pre´cision (une erreur de l’ordre de
10−11 faite sur ∆C¯20 entraˆıne une erreur de l’ordre de 10 µs sur ∆(LOD)). Ceci tendrait
a` montrer que les donne´es de ∆C20 peuvent permettre de de´terminer la partie matie`re
des variations de la longueur du jour a` 10 µs pre`s.
En corrigeant ces effets saisonniers, les se´ries ont une corre´lation de 0.64, mais l’ampli-
tude des signaux de ∆(LOD)geod ne de´passe pas 8 µs, ce qui n’est pas assez suffisant pour
eˆtre significatif au regard de la pre´cision des donne´es de ∆(LOD) (de l’ordre de 10 µs).
Les donne´es de ∆C¯20 peuvent nous permettre de de´terminer les incre´ments d’inertie
cAutre Origine33 duˆs a` ∆C¯
Autre Origine
20 (sous l’hypothe`se ∆Tr(I) = 0), que l’on impute donc
aux effets ge´ophysiques de redistributions de masses autres que la pression atmosphe´rique
ou les mare´es oce´aniques et solides. Il est alors compris entre −5×1028 kg m2 et 5×1028 kg
m2. Il peut eˆtre transcrit en variations de longueur du jour et nous donne alors des infor-
mations sur les contributions ge´ophysiques telles l’hydrologie ou encore les tremblements
de terre a` ces variations. Il comporte un terme annuel de 33 µs d’amplitude (respective-
ment un terme semi-annuel d’amplitude 26 µs). Dans l’avenir, il faudrait le comparer a`
des mode`les ge´ophysiques d’hydrologie.
Il s’agit d’une e´tude pre´liminaire, l’une des premie`res a` utiliser des donne´es de ∆C¯20,
qui me´rite d’eˆtre poursuivie. Ceci n’e´tait encore pas envisageable dans un passe´ re´cent
et dans l’avenir, une augmentation et une meilleure pre´cision des donne´es de champ de
gravite´ variable permettra de rafiner de tels travaux.
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Chapitre 10
Mouvement du poˆle
10.1 Introduction
Dans le chapitre 3, nous avons donne´ les e´quations reliant le mouvement e´quatorial p
du poˆle (CIP) dans le repe`re terrestre aux coefficients harmoniques sphe´riques C¯21 et S¯21
du potentiel de gravite´. Le but de ce travail est de comparer l’excitation du mouvement
du poˆle observe´e avec celle calcule´e a` partir des se´ries temporelles de C¯21 et S¯21, donne´es
relatives aux redistributions de masses de la Terre globale.
Nous utilisons d’une part la se´rie d’excitation ge´ode´sique du mouvement du poˆle base´e
sur les valeurs IERS (se´rie C04) des coordonne´es xp et yp du poˆle (excitation note´e χG).
Nous utilisons d’autre part les se´ries temporelles des coefficients harmoniques sphe´riques
C¯21 et S¯21 de´crites au chapitre 7 (§7.3, Fig. 7.16(a)), et obtenues lors de la rede´termination
du champ de gravite´ base´e sur les e´quations normales des satellites Lageos I et II (Biancale
& Lemoine 2004), couvrant la pe´riode de 1985 a` 2004.
Notons que ces coefficients harmoniques sphe´riques ne contribuent qu’a` la partie
matie`re du mouvement du poˆle et non a` sa partie mouvement, qu’il nous faudra donc
retirer des donne´es d’excitation du mouvement du poˆle (χG), afin de les comparer au
mouvement du poˆle correspondant a` C¯21 et S¯21. De la meˆme manie`re que pour la longueur
du jour dans le chapitre pre´ce´dent, la partie mouvement de l’excitation du mouvement du
poˆle est bien mode´lise´e et issue des meˆmes mode`les de moments cine´tiques atmosphe´rique
et oce´anique. Cependant, contrairement a` pre´ce´demment, elle n’est pas pre´ponde´rante
dans l’excitation ge´ode´sique du mouvement du poˆle, qui devrait donc eˆtre assez proche
de l’excitation correspondant a` C¯21 et S¯21.
A l’instar du Chapitre 9, afin d’e´tudier la composante de l’excitation du mouvement du
poˆle due aux variations des coefficients C¯21 et S¯21, nous allons proce´der de deux manie`res
comple´mentaires : (i) l’une base´e sur les valeurs de l’excitation ge´ode´sique χG du mouve-
ment du poˆle a` laquelle on retire les parties mouvement des excitations ge´ophysiques des
couches fluides (atmosphe`re et oce´ans), et (ii) l’autre base´e sur l’excitation du mouvement
du poˆle correspondant aux coefficients harmoniques sphe´riques C¯21 et S¯21, provenant de
la ge´ode´sie spatiale. Nous comparerons ensuite les re´sultats obtenus afin d’e´tudier la per-
tinence des donne´es du champ de gravite´ et de ses variations pour l’e´tude du mouvement
du poˆle.
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10.2 Application
10.2.1 Calcul de χmatiere a` partir de l’excitation ge´ode´sique du
mouvement du poˆle
Le mouvement p du poˆle (CIP) dans la Terre est re´gi par l’e´quation (3.20), qui peut
s’e´crire aussi :
p+
i
σ0
p˙ = χmvt + χmatiere (10.1)
⇔ χG = χv + χc + χmatiere
ou` σ0 est la pulsation de Chandler. Le membre de gauche constitue l’excitation ge´ode´sique
e´quatoriale du mouvement du poˆle et s’e´crit χG (voir Fig. 10.1). Son calcul est issu (i) des
donne´es IERS (se´rie C04) des coordonne´es xp et yp du mouvement du poˆle p = xp − i yp,
(ii) de calculs nume´riques afin d’en de´duire les de´rive´es temporelles x˙p et y˙p (me´thode
d’Euler), et (iii) du choix d’une pulsation de Chandler, prise ici e´gale a` 0.8435 cycles par
an (soit une pe´riode de 433 jours avec un facteur de qualite´ pris e´gal a` 179, selon Wilson
& Vicente 1990).
Le membre de droite de l’e´quation (10.1) est compose´ d’une partie mouvement cor-
respondant a` l’excitation e´quatoriale des couches fluides (atmosphe`re et oce´an) et note´e
χmvt (χv est la partie vents de l’excitation atmosphe´rique e´quatoriale, et χc est la partie
courants de l’excitation oce´anique e´quatoriale) :
χmvtatm = χ
v =
k0
k0 − k2
hatm
Ω (Cm − Am) (10.2)
χmvtocean = χ
c =
k0
k0 − k2
hocean
Ω (Cm − Am)
ou` k0/(k0−k2) = 1.43 (Barnes et al. 1983). Il est aussi compose´ d’une partie matie`re cor-
respondant aux coefficients harmoniques sphe´riques. Afin de comparer le mouvement du
poˆle issu des donne´es IERS de xp et yp (i.e. χG) a` celui issu de ces coefficients harmoniques
sphe´riques, nous devons retirer a` χG la partie mouvement de l’excitation ge´ophysique
e´quatoriale des couches fluides (voir Fig. 10.2). Nous utilisons pour cela le mode`le NCEP/
NCAR Reanalysis IB (Salstein & Rosen 1997) base´ sur l’hypothe`se du barome`tre inverse
pour le calcul de l’excitation e´quatoriale atmosphe´rique, et le mode`le de Gross 2003 (aussi
Gross 2004) pour le calcul de l’excitation e´quatoriale oce´anique.
Afin de comparer l’excitation du mouvement du poˆle issue de χG avec celle correspon-
dant aux coefficients harmoniques sphe´riques C¯21 et S¯21, nous filtrons (filtre passe-bande,
de manie`re a` e´liminer toutes les pe´riodes infe´rieures a` 20 jours) et interpolons (interpola-
tion tous les 10 jours) ces se´ries (voir Fig. 10.3).
Les deux contributions des couches fluides retire´es a` χG, nous obtenons la se´rie : χastro
(voir Fig. 10.4), que nous pouvons comparer a` la partie matie`re du moment cine´tique
atmosphe´rique qui contribue pour beaucoup a` l’excitation du mouvement du poˆle (voir
Fig. 10.5).
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Fig. 10.1 – Composantes e´quatoriales (a` gauche brutes et a` droite filtre´es) de l’excitation
ge´ode´sique χG du mouvement du poˆle.
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Fig. 10.2 – Composantes e´quatoriales (χ1, χ2) de l’excitation ge´ophysique des couches
fluides (atmosphe`re a` gauche, et oce´ans a` droite : parties mouvement).
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Fig. 10.3 – Composantes e´quatoriales filtre´es et interpole´es (χ1, χ2) de l’excitation
ge´ode´sique χG, et ge´ophysique (i.e. des couches fluides atmosphe`re et oce´ans : parties
mouvement).
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Fig. 10.4 – Comparaison des composantes e´quatoriale (χ1,χ2) de (i) l’excitation
ge´ode´sique χG, et (ii) χastro.
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Fig. 10.5 – Comparaison de χastro et de l’excitation atmosphe´rique partie matie`re
(donne´es moment cine´tique atmosphe´rique).
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10.2.2 Calcul de χmatiere a` partir des coefficients de gravite´ C¯21
et S¯21
La partie matie`re de l’excitation du mouvement du poˆle peut eˆtre calcule´e graˆce aux
coefficients harmoniques sphe´riques C¯21 et S¯21 (voir Eq. (3.20)), de la manie`re suivante :
χmatiere = −
√
5
3
k0
k0 − k2
M R2e
Cm − Am × (10.3)[
(1 + k′2) (C¯21 + i S¯21)
Atm, Ocean + (C¯21 + i S¯21)
Autre Origine
]
ou` k0/(k0−k2) = 1.43 et (1+k′2) k0/(k0−k2) = 1 (Barnes et al. 1983), Cm = 7.0400×1037
kg m2 et Am = 7.0165× 1037 kg m2 (voir Table 1.2), M et Re sont la masse et le rayon
e´quatorial terrestres, respectivement.
Nous allons exprimer la partie matie`re de l’excitation du mouvement du poˆle graˆce
aux donne´es de C¯21 et S¯21 dues a priori aux effets ge´ophysiques autres que la variation
de pression atmosphe´rique et les mare´es oce´aniques et solides. Nous allons utiliser pour
cela les se´ries de´termine´es par le GRGS (Biancale & Lemoine 2004 ; voir chapitre 7) dont
nous avons parle´ dans l’introduction, qui sont obtenues en supposant les mode`les suivants
(elles sont note´es ∆C21
Autre Origine et ∆S21
Autre Origine) :
• Mode`le de variations temporelles de C¯21 et S¯21 dues a` la pression atmosphe´rique
(issu des donne´es ECMWF), tenant compte des effets de surcharge atmosphe´rique sur la
crouˆte terrestre (voir Fig. 7.11, Fig. 7.12, §7.2.1),
• Mode`le de variations temporelles de C¯21 et S¯21 dues aux mare´es terrestres solides
(IERS Conventions 1996) (voir Fig. 7.11, Fig. 7.12, §7.2.2),
• Mode`le de correction de C¯21 et S¯21 duˆs a` la mare´e polaire (IERS Conventions 1996),
puis enfin
• Mode`le de variations temporelles de C¯21 et S¯21 dues aux mare´es oce´anique (IERS
Conventions 1996), tenant compte des effets de surcharge oce´anique sur la crouˆte terrestre
(voir Fig. 7.11, Fig. 7.12, §7.2.3).
Les termes ∆C21
Autre Origine et ∆S21
Autre Origine sont obtenus lors de l’ajustement d’or-
bite des satellites artificiels, et contiennent donc de´ja` les effets de surcharge au cas ou` il y
en aurait. Par conse´quent, afin d’e´valuer l’effet de ces variations ge´ophysiques du champ
de gravite´ sur l’excitation du mouvement du poˆle, nous nous baserons sur l’e´quation sui-
vante :
χmatiere = −
√
5
3
k0
k0 − k2
M R2e
Cm − Am (C¯21 + i S¯21) (10.4)
Le but est alors de comparer la se´rie χastro obtenue pre´ce´demment a` la partiematie`re de
l’excitation du mouvement du poˆle correspondant aux coefficients harmoniques sphe´riques
∆C21
Autre Origine et ∆S21
Autre Origine, obtenue graˆce a` l’e´quation (10.4). Notons cette dernie`re
se´rie : χgravi (voir Fig. 10.6).
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Fig. 10.6 – Comparaison de χastro avec χgravi issu de C¯21 et S¯21 re´siduels observe´s (i.e.
sans les mode`les) : parties variables.
10.3 Discussion
Dans ce chapitre, nous avons reconstitue´ l’excitation du mouvement du poˆle corres-
pondant a` la se´rie temporelle des coefficients de Stokes ∆C¯21 et ∆S¯21 de degre´ 2 et d’ordre
1 du potentiel gravitationnel terrestre (GRGS, Biancale & Lemoine 2004), limite´s aux ef-
fets ge´ophysiques autres que les variations de pression atmosphe´rique et que les mare´es
oce´aniques et solides. Ces coefficients ∆C¯21 et ∆S¯21 ne contribuent qu’a` la partie matie`re
de l’excitation du mouvement du poˆle.
La comparaison des excitations du mouvement du poˆle issues (i) de l’astronomie (χG,
excitation ge´ode´sique), et (ii) des se´ries temporelles des coefficients C21 et S21 du poten-
tiel gravitationnel terrestre peut alors porter sur leur tendance line´aire. Cette dernie`re
traduit en effet la de´rive du poˆle moyen d’inertie. Nous pouvons alors constater, graˆce a`
la figure 10.6, que les de´rives des deux se´ries pour la composante χ2 de l’excitation du
mouvement du poˆle obtenue par deux types de donne´es diffe´rentes est cohe´rente. Il sera
ne´cessaire de poursuivre nos investigations dans cette e´tude, et de tester les mode`les et
les donne´es de ∆C21 et ∆S21 utilise´s (notamment par rapport aux pe´riodes des signaux
pre´sents dans ces se´ries), sans perdre de vue que C21 et S21 sont relatifs a` la Terre entie`re
alors que xp et yp (composantes du mouvement du poˆle) sont relatifs au manteau seul.
Il s’agit d’un travail tout a` fait pre´liminaire, l’un des premiers a` utiliser des donne´es
de ∆C¯21 et ∆S21, qui me´rite d’eˆtre poursuivi, e´tudie´ et teste´ plus avant.
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Chapitre 11
Pre´cession Nutation
11.1 Introduction
Les mode`les de pre´cession jusqu’au mode`le UAI 1976 e´taient issus des mesures d’as-
trome´trie optique. De nos jours, ce sont les mesures VLBI qui sont employe´es, comme
dans le mode`le UAI 2000 (appele´ MHB2000 ; Mathews et al. 2002) adopte´ le 1er janvier
2003 par l’UAI. Ce dernier contient une se´rie de nutations pour une Terre non-rigide,
ainsi que des corrections aux vitesses de pre´cession en longitude et en obliquite´ estime´es
a` partir de 20 ans d’observations VLBI.
Les angles de pre´cession ψA (en longitude) et ωA (en obliquite´) sont exprime´s de
manie`re polynomiale : ψA = ψ0+ψ1 t+ψ2 t
2+ψ3 t
3 et ωA = ω0+ω1 t+ω2 t
2+ω3 t
3, ou`
le temps t est exprime´ en sie`cles juliens depuis J2000. Dans les mode`les de pre´cession on
cherche a` exprimer les coefficients de ces de´veloppements. Nous avons vu au §3.3.3 que les
e´quations de la pre´cession de l’e´quateur Eq. (3.22) de´pendaient de l’ellipticite´ dynamique
H et que l’on pouvait chercher a` introduire les variations deH dans ces e´quations afin d’en
e´tudier les implications. Ceci peut eˆtre fait par l’interme´diaire des donne´es de variations
temporelles de C20 (voir Eq. (3.35)) mesure´es par des techniques de ge´ode´sie spatiale
(voir §2.3, §2.4, et Chapitre 7). Les premie`res e´tudes de ces variations temporelles des
coefficients de degre´ deux du potentiel de gravite´ terrestre remontent au de´but des anne´es
1990 (par exemple, Nerem et al. 1993, Cazenave et al. 1995, Bianco et al. 1998). Ces
variations sont dues a` des redistributions de masses dans les re´servoirs ge´ophysiques, aux
mare´es terrestres ou oce´aniques, ou encore au rebond post-glaciaire effet principal de
∆C20 (Yoder et al. 1983). Les donne´es de ∆C20 utilise´es dans cette e´tude proviennent
du mode`le GRIM5, base´ sur l’e´tude du positionnement d’une combinaison de plusieurs
satellites observe´s par te´le´me´trie laser, entre 1985 et 2002 (Biancale et al. 2002).
Le mode`le re´cent UAI 2000 garantit une pre´cision sur les angles de nutation de l’ordre
de 200 µas, c’est pourquoi dore´navant tous les effets pre´dictibles de l’ordre de 10 µas
devraient eˆtre pris en compte. En l’occurence, les variations (∆H) du parame`tre H
peuvent eˆtre l’un de ces effets. De plus, le mode`le UAI 2000 est base´ sur l’ame´lioration
des vitesses de pre´cession en longitude et en obliquite´ (ψ1 et ω1, respectivement), comme
nous l’avons de´ja` pre´cise´. Cependant, ce mode`le n’ame´liore pas les termes du mode`le
pre´ce´dent (UAI 1976) pour les degre´s supe´rieurs du de´veloppement polynomial des angles
de pre´cession, qui de´pendent aussi de ces vitesses de pre´cession. Il n’est donc pas dynami-
quement consistent (Capitaine et al. 2003). Une ame´lioration possible serait de conside´rer
les contributions ge´ophysiques aux angles de pre´cession et en particulier l’influence de
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∆H (ou de manie`re e´quivalente ∆C20).
Le but de ce chapitre est donc de montrer l’influence des donne´es de ge´ode´sie spatiale
(plus particulie`rement de ∆C20) sur le developpement des angles de pre´cession. Cette
e´tude est issue de l’article de Bourda & Capitaine (2004). Pre´cisons que dans toute cette
e´tude le temps t est en sie`cles juliens de TT. Nous allons pre´senter comment nous avons
utilise´ ces donne´es de ∆C20 afin de mode´liser les variations temporelles de H, puis les
re´sultats obtenus apre`s l’introduction de ces ∆H dans les e´quations de la pre´cession.
11.2 Valeurs nume´riques pour les variables de ce proble`me
La communaute´ scientique a adopte´ des valeurs officielles pour certains parame`tres
astronomiques ou ge´ophysiques auxquels nous faisons appel. Nous pouvons notament nous
appuyer sur le rapport de Groten (1999) pour l’IAG, ou bien sur les IERS Conventions
2003 (McCarthy & Petit 2003) afin de rappeler les valeurs qui nous inte´ressent dans le
Tableau (11.1).
Tab. 11.1 – Valeurs nume´riques admises. Les valeurs indique´es pour ǫ, J2 et Re sont dans le
”zero-frequency tide system”.
Nom Param. Valeur Obtention/Source
Aplatissement ǫ 1/298.25642 Source EGM96.
ge´ome´trique 1/298.25645 Ajuste´ lors de l’altime´trie laser
(Source Topex/Poseidon ; Bursa et al. 1998)
Ellipticite´ dynamique H 3.2737949 10−3 Ajustement entre une valeur observe´e (VLBI ou optique)
astronomique de la vitesse de pre´cession en longitude
et le mode`le de perturbation lunisolaire
(Source MHB2000).
Ellipticite´ dynamique e 3.2845479 10−3 e = H/(1−H) (voir Eq. (H.2))
ge´ophysique ou bien ajustement ge´ophysique
(Source MHB2000).
Coefficient du J2 1.0826359 10
−3 Ajuste´ a` partir de mesures de positionnement de
ge´opotentiel satellites et des mode`les de forces
(Source EGM96).
C/(MRe
2) 0.330701 C/(MRe
2) = J2/H (Source IAG 1999).
Rayon e´quatorial Re 6378136.6 m Source EGM96.
11.3 Se´ries temporelles du coefficient de Stokes C20
utilise´es
La se´rie de ∆C20 utilise´e dans cette e´tude est la se´rie de C20 variable dans le temps,
base´e sur le mode`le GRIM5, comme nous l’avons de´ja` pre´cise´ et de´taille´e aux paragraphes
§7.1 et §7.2. La combinaison des observations de satellites (d’orbites de caracte´ristiques
varie´es) effectue´e lors de l’obtention de la se´rie permet une meilleure de´corellation entre
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notament les coefficients zonaux J2 = −C20 et J4 = −C40 du potentiel gravitationnel
terrestre. Cette se´rie (voir Fig. 7.10) comprend (i) une partie mode´lise´e provenant de
l’effet des mare´es solides (voir Fig. 7.8) ou bien oce´aniques (voir Fig. 7.9) (IERS Conven-
tions 1996), ou encore des variations de pression atmosphe´rique (voir Fig. 7.6) (Chao &
Au 1991 ; Gegout & Cazenave 1993) sur ∆C20, et (ii) une partie re´siduelle (voir Fig. 7.1)
obtenue comme diffe´rence entre les mesures et les mode`les. Les diffe´rents changements
dans le syste`me terrestre (Terre solide, Atmosphe`re, Oce´ans) sont mode´lise´s en tant que
variations du coefficient harmonique sphe´rique C20, que l’on peut exprimer en tant que
∆H et ainsi mode´liser.
Re´sidus ∆C20 et leur tendance se´culaire : partie observationnelle
Des e´tudes pre´ce´dentes ont de´ja` pris en compte l’effet des variations se´culaires de
C20 sur la pre´cession de l’e´quateur. Une telle variation se´culaire est notament impute´e
au rebond post-glaciaire (Yoder et al. 1983), qui a tendance a` re´duire l’aplatissement
terrestre. Williams (1994) et Capitaine et al. (2003) ont conside´re´ une valeur pour J˙2 de
−3× 10−9/cy (dans cette e´tude, cy signifie sie`cles). En utilisant la valeur nume´rique (voir
Table 3.3) de la contribution du premier ordre (f01 cos ǫ0) a` la vitesse de pre´cession r0,
directement proportionnelle a` J2, la contribution (J˙2/J2×f01 cos ǫ0) de J˙2 a` l’acce´le´ration
de pre´cession d2ψA/dt
2 est de l’ordre de −0.014′′/cy2, ce qui engendre une contribution
supple´mentaire de l’ordre de −0.007′′/cy2 au terme en t2 de l’expression de ψA.
Depuis 1998, un changement dans la variation se´culaire des donne´es de J2 est survenu
(Cox & Chao, 2000). On peut le constater dans la figure 7.1. Dickey et al. (2002) ont
tente´ de mode´liser cet effet graˆce a` des donne´es oce´aniques, d’hydrologie et des mode`les
ge´ophysiques. A partir des se´ries GRGS de C¯20, nous avons estime´ la pente se´ulaire de
J2 = −
√
5 C¯20 entre 1985 et 1998 (voir Fig. 11.1). Nous avons trouve´ : J˙2 = −2.5 (±0.2)×
10−9/cy, ce qui engendre une contribution supple´mentaire de l’ordre de −0.006′′/cy2 au
terme en t2 de l’expression de l’angle de pre´cession ψA.
Cette de´termination de la tendance se´culaire de´pendant de l’intervalle d’e´tude conside´re´,
nous mode´liserons d’autre part l’effet a` long terme de ∆C20 re´siduel par un phe´nome`ne
de pe´riodes 18.6 et 9.3 ans. Une telle pe´riode dans les donne´es de J2 peut provenir de
mauvaises mode´lisations utilise´es lors du traitement des donne´es, en particulier de l’effet
en 18.6 ans des mare´es solides. Nous mode´liserons donc les effets a` long terme dans les
donne´es de ∆H e´quivalentes soit par (i) une tendance se´culaire, soit par (ii) les termes en
18.6 et 9.3 ans pre´sents dans l’intervalle d’e´tude 1985-2002.
Cependant, il faut noter qu’une tendance se´culaire de l’ordre de −3×10−9/cy dans les
donne´es de J2 serait plus cohe´rente avec les e´tudes a` long terme de la rotation terrestre
faites par Morrison & Stephenson (1997), et base´es sur des donne´es d’e´clipses depuis 2000
ans qui correspondent a` J˙2 = (−3.4± 0.6)× 10−9/cy.
11.4 Ajustements dans les donne´es de ∆H
L’e´quation (3.35) nous permet de transformer les donne´es de ∆C¯20 en ∆H. Ces
dernie`res peuvent alors eˆtre introduites dans les e´quations de la pre´cession Eq. (3.22),
en y remplac¸ant H par H +∆H. Puis nous utilisons le processus de´ja` de´crit §3.3.3.
Il est ge´ne´ralement conside´re´ que les observations VLBI de l’orientation de la Terre
dans l’espace ne sont pas sensibles aux contributions des couches fluides de la Terre (at-
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Fig. 11.1 – Re´sidus J2 du GRGS : estimation de la tendance line´aire, de 1985 a` 1998.
mosphe`re, oce´ans) dans les variations de C20 (de Viron 2004). Cependant, les amplitudes
de ces effets ont e´te´ e´value´es dans la Table 11.9 afin de permettre de futures e´tudes et
nous pouvons constater leur effet ne´gligeable sur les angles de pre´cession, dans le cas ou`
elles sont conside´re´es.
L’approche semi-analytique permettant de re´soudre les e´quations de la pre´cession four-
nit des de´veloppements polynomiaux des angles de pre´cession ψA et ωA. Les donne´es de
∆H sont alors conside´re´es comme une expression line´aire avec des termes de Fourier de
pe´riodes de´duites d’une analyse spectrale (18.6 ans, 9.3 ans, annuel, semi-annuel) (voir
Tables 11.2, 11.3, 11.4 et 11.5). Notons que les phases des angles utilise´es pour ajus-
ter nos termes pe´riodiques dans les donne´es de ∆H sont celles correspondant aux nu-
tations de pe´riode e´quivalente. Nous pouvons alors constater des changements dans les
de´veloppements des angles de pre´cession (ψA, ωA), que nous allons de´tailler au prochain
paragraphe.
En ce qui concerne la contribution des re´sidus de ∆C20 (i.e. de ∆H), nous conside´rons
(i) un ajustement d’une pente se´culaire sur l’intervalle 1985-1998 (voir Table 11.4 et
Eq. (11.1)) , et (ii) un ajustement d’une tendance se´culaire et d’un terme de pe´riode 18.6
ans (voir Table 11.3 et Eq. (11.2)), tous deux ajoute´s aux termes saisonniers annuel et
semi-annuel. L’ajustement (i) de la tendance se´culaire donne :
H˙ ≃ −7.4× 10−9/cy ⇔ J˙2 ≃ −2.5× 10−9/cy (11.1)
et l’ajustement (ii) donne :
∆H =
(
74× 10−11)× t + (20.9× 10−11)× sin(ωt)
+
(
32.5× 10−11)× cos(ωt) (11.2)
avec ω = 2π/0.186 /cy.
Nous rappelons que ces ajustements sont effectue´s e´galement avec des termes annuel et
semi-annuel. De plus, les termes de haute fre´quence de ∆H ont e´te´ filtre´s, c’est pourquoi
nous ne prenons pas en compte les effets de pe´riode infe´rieure a` 180 jours, comme par
exemple les effets diurnes pouvant apparaˆıtre dans les contributions ge´ophysiques a` ∆H.
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Tab. 11.2 – Re´sume´ des parties constantes de H et C20 (Partie constante + Mare´e per-
manente) utilise´es dans cette e´tude..
HMHB 3.2737942× 10−3
C¯20 −4.841695× 10−4
J2 1.0826358× 10−3
H∗ 3.2671524× 10−3
H∗ avec les parties 3.2671521× 10−3
constantes ge´ophysiques
H∗∗ 3.2735556× 10−3
Tab. 11.3 – Ajustement de termes pe´riodiques dans les diffe´rentes contributions a` ∆H
(atmosphe´rique ∆H atm., mare´es oce´aniques ∆H oc. et mare´es solides ∆H soltid., ainsi que
la partie re´siduelle ∆H res.), sur l’intervalle d’e´tude 1985-2002 - Unite´s : 10
−10 rad.
Pe´riode ∆H res. ∆H atm. ∆H oc. ∆H soltid.
(en anne´es) sin cos sin cos sin cos sin cos
1 2.17 −4.02 0.96 −1.66 −3.92 1.41 −4.64 0.89
0.5 −0.43 3.71 0.76 1.56 −0.34 28.04
18.6 2.09 3.25 −0.46 −26.29
9.3 −0.17 −1.65 −0.01 0.29
Tab. 11.4 – Ajustement spe´cifique des donne´es re´siduelles de ∆H (∆H res.), de 1985 a`
1998. La tendance se´culaire est conside´re´e comme dans Eq. (11.1) - Unite´s : 10−10 rad.
Pe´riode ∆H res.
(en anne´es) sin cos
1 2.57 −3.84
0.5 −0.50 3.80
Tab. 11.5 – Ajustement des donne´es de ∆H totales (∆H tot.), de 1985 a` 2002 - Unite´s :
10−10 rad.
Pe´riode ∆H tot.
(en anne´es) sin cos
1 −5.39 −3.39
0.5 0.07 33.67
18.6 0.92 −23.11
9.3 −0.08 −0.50
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11.5 Effets des diffe´rentes contributions a` ∆H sur les
angles de pre´cession
Sur la base des mode`les ajuste´s aux se´ries de ∆H (issues des se´ries de ∆C¯20) dans le
paragraphe pre´ce´dent, nous allons chercher a` e´tablir l’influence de ces donne´es de ge´ode´sie
spatiale sur le de´veloppement des angles de pre´cession.
Tout d’abord, nous allons e´valuer l’effet de diffe´rentes tendances se´culaires de J2
sur le de´veloppement des angles de pre´cession. Ensuite, nous montrerons en quoi les
de´terminations astronomiques et ge´ode´siques de la partie constante de H sont diffe´rentes.
Enfin, nous nous concentrerons sur les effets des diffe´rentes contributions pe´riodiques de
∆H.
11.5.1 Influence de J˙2
Nous avons de´ja` aborde´ (§11.3) l’influence que J˙2 avait sur le de´veloppement po-
lynomial des angles de pre´cession. Mais en fonction de la valeur adopte´e pour ce J˙2,
l’apport au terme en t2 du de´veloppement polynomial de ψA ne sera pas le meˆme. En
effet, si nous conside´rons J˙2 = −2.5 × 10−9/cy comme dans notre e´tude, ou bien alors
J˙2 = −3 × 10−9/cy comme dans Capitaine et al. (2003), la contribution a` l’acce´le´ration
de ψA varie de 1.5 mas/cy
2 (voir Table 11.6). Cela montre l’importance du choix de la
valeur de J˙2 a` utiliser dans les mode`les.
De plus, (i) nous avons de´ja` note´ que l’existence d’une telle tendance se´culaire avait
e´te´ discute´e re´cement a` cause du changement de pente survenu en 1998 dans les donne´es
de J2 (voir Fig. 7.1), et (ii) l’incertitude de cette tendance se´culaire issue de donne´es
de ge´ode´sie spatiale est assez importante. En effet, si l’on conside`re comme dans cette
e´tude que J˙2 est de´termine´ a` ±0.2× 10−9/cy pre`s, alors ceci implique une incertitude sur
l’acce´ration engendre´e dans ψA de l’ordre de ±459 µas/cy2.
Cependant, il n’y a pas d’e´le´ments suffisants pour choisir entre la valeur de J2 de´termine´e
ici et celle utilise´e dans Capitaine et al. (2003). Par conse´quent, tant que l’on ne dispose
pas d’une meilleure de´termination de J˙2, la pre´cision sur l’acce´le´ration engendre´e dans ψA
est limite´e a` 1.5 mas/cy2.
11.5.2 Pre´cession - Effet de diffe´rentes valeurs pour la partie
constante H
Nous pouvons tout d’abord comparer la partie polynomiale des angles de pre´cession
de notre solution Geod04, base´e sur l’utilisation (i) d’une partie constante de H e´gale
a` HMHB (voir Table 11.2) et (ii) d’une partie variable fournie par Eq. (11.2), avec des
de´veloppements d’e´tudes pre´ce´dentes (UAI 2000 et P03) (voir Table 11.7).
Les diffe´rences supe´rieures a` 1 µas concernent l’angle de pre´cession ψA et plus parti-
culie`rement les termes en t2 et t3 de son de´veloppement polynomial. Ainsi, les diffe´rences
par rapport a` P03 (7 mas et 2 µas, respectivement) sont dues au fait que l’on ne conside`re
pas de tendance se´culaire bien marque´e pour J2, mais plutoˆt un effet a` long terme de
pe´riode 18.6 ans (voir (3) dans la Table 11.7, ou (2) dans la Table 11.8).
Si nous comparons nos re´sultats a` ceux de UAI 2000 (qui ne conside`re aucune tendance
se´culaire pour J2), nous constatons des diffe´rences de l’ordre de 0.6 mas et 5 µas dans
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Tab. 11.6 – Influence de J˙2 sur le de´veloppement polynomial de ψA (plus particulie`rement,
sur les termes en t2 et t3) : (1) UAI 2000 (Mathews et al. 2002), (2) P03 (Capitaine
et al. 2003) et (3) Meˆme traitement que dans P03 mais avec d’autres valeurs pour J˙2.
L’estimation de la tendance se´culaire de J2 est base´e sur notre se´rie de C¯20 residuels :
J˙2 = −2.5× 10−9/cy.
J˙2 t
2 t3
(1) UAI 2000 None −1′′.07259 −0′′.001147
(2) P03 −3× 10−9/cy −1′′.079007 −0′′.001140
Diffe´rences par rapport a` P03︷ ︸︸ ︷
0 /cy -7.000 mas 2 µas
(3) −2× 10−9/cy -2.871 mas 1 µas
−2.3× 10−9/cy -1.954 mas 1 µas
−2.5× 10−9/cy -1.495 mas 1 µas
les termes en t2 et t3, respectivement. Ceci re´sulte de l’ame´lioration de la cohe´rence de la
solution Geod04 (base´e sur les e´quations de la pre´cession de P03) par rapport a` UAI 2000.
Nous pouvons noter que de tels re´sultats concernant les termes en t2 et t3 du de´veloppement
polynomial des angles de pre´cession ne seront pas affecte´s si des changements de l’ordre
de 1 mas/cy dans la vitesse de pre´cession se produisaient dans une version mise a` jour de
la solution de P03.
Ensuite, nous pouvons e´valuer les diffe´rences introduites dans le de´veloppement de ψA
(et ωA) par l’utilisation d’une partie constante pour H de´termine´e de manie`re ge´ode´sique
(diffe´rente de HMHB qui est la valeur de l’ellipticite´ dynamique dite astronomique et qui
est utilise´e dans Geod04). En effet, dans les solutions Geod04-H* et Geod04-H** de la
Table 11.7, les valeurs de H∗ et H∗∗ respectivement, sont utilise´es au lieu de HMHB. Ceci
engendre des diffe´rences significatives dans le de´veloppement polynomial de ψA et ωA.
Mais l’on doit noter que l’utilisation de J2 pour de´terminer H souffre de grosses erreurs
introduites par la mauvaise mode´lisation du rapport C/MRe
2.
11.5.3 Contributions pe´riodiques a` ∆H : effet sur ψA et ωA
Sur la base des ajustements effectue´s au §11.4 pour les diffe´rentes contributions a`
∆H, nous estimons les effets pe´riodiques engendre´s dans le de´velopement polynomial des
angles de pre´cession. Nous pouvons nous concentrer sur les termes de Fourier de ψA, qui
s’ave`rent eˆtre les plus sensibles aux variations de H. Les re´sultats correspondants sont
pre´sente´s dans la Table 11.9.
• Tout d’abord, nous pouvons noter que le principal effet est duˆ au terme en 18.6 ans
des mare´es solides (contribution nume´ro (3) dans la Table 11.9) : −2 µas and 120 µas
en cosinus et sinus, respectivement. Les effets annuels et semi-annuels de mare´es ter-
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Tab. 11.7 – Partie polynomiale des de´veloppements de ψA et ωA (unite´s en secondes d’arc) :
Comparaison entre (1) UAI 2000 (Mathews et al. 2002) - (2) P03 (Capitaine et al. 2003) - (3)
Diffe´rence de Geod04 (cette e´tude) avec P03, sachant que l’on conside`re toutes les contributions a`
∆H (Table 11.5, ∆H tot) - (4) Diffe´rence de Geod04 avec P03, obtenue avec une partie constante
pour H diffe´rente de HMHB , mais non utilise´e dans la suite (voir Table 3.2 pour les valeurs des
parties constantes H∗ et H∗∗).
Angle Source t0 t t2 t3
(1) UAI 2000 5038′′.478750 −1′′.07259 −0′′.001147
(2) P03 5038′′.481507 −1′′.079007 −0′′.001140
ψA
Diffe´rences par rapport a` P03︷ ︸︸ ︷
(3) Geod04 HMHB 0
′′ -7 mas 2 µas
(4) Geod04
{
H∗
H∗∗
≃ 10′′.23
≃ 0′′.37
-9.177 mas
-7.079 mas
-3 µas
2 µas
(1)UAI 2000 84381′′.448 −0′′.025240 0′′.05127 −0′′.00772
(2) P03 84381′′.406 −0′′.025754 0′′.051262 −0′′.007725
ωA
Diffe´rences par rapport a` P03 en µas︷ ︸︸ ︷
(3) Geod04 HMHB 0 0 0 0
(4) Geod04
{
H∗
H∗∗
0
0
0
0
104
3
-35
-1
restres solides sont ne´gligeables, tout comme tous les effets atmosphe´riques ou de mare´es
oce´aniques (contributions nume´ros (4) et (5) dans Table 11.9).
• Ensuite, les variations de H limite´es a` la partie re´siduelle, non mode´lise´e dans l’ajus-
tement d’orbite, introduit des termes de Fourier ne´gligeables dans le de´velopement de ψA.
Mais par contre, la manie`re dont on conside`re les effets a` long terme de la contribution
re´siduelle a` ∆H (i.e. soit avec une tendance se´culaire (contribution nume´ro (1) dans
la Table 11.9), soit avec un terme de pe´riode 18.6 ans (contribution nume´ro (2) dans la
Table 11.9)) est importante car les implications sont diffe´rentes. En effet, mode´liser l’effet
a` long terme sur l’intervalle d’e´tude 1985-2002 par l’interme´diaire de variations de pe´riode
18.6 ans introduit dans le de´veloppement polynomial de ψA des termes d’amplitude 15 µas
(en sinus). Mais pour l’instant, l’intervalle de donne´es C20 disponible n’est pas assez long
afin de permettre de discriminer les deux mode`les.
Finalement, nous pouvons conclure que les variations temporelles totales de C20 (contri-
bution nume´ro (6) dans la Table 11.9) introduisent des termes de Fourier dans le de´veloppement
de ψA principalement de pe´riode 18.6 ans et d’amplitude de l’ordre de : 4 µas et 105 µas
en cosinus et sinus, respectivement.
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Tab. 11.8 – Partie polynomiale du de´veloppement de ψA (unite´s en secondes d’arc) pour
diffe´rentes sources de ∆H utilise´es dans notre e´tude, par rapport a` P03 : Comparaison entre (1)
P03 (Capitaine et al., 2003) - (2) Diffe´rence entre P03 et Geod04 (i.e. effet de la contribution
totale a` ∆H) - (3) Diffe´rence entre P03 et l’effet de ∆H residuel.
Angle Source t t2 t3
(1) P03 5038′′.481507 −1′′.079007 −0′′.001140
ψA
Diffe´rences par rapport a` P03 en µas︷ ︸︸ ︷
(2) Geod04 contributions totales 0 -7000 2
(3) Geod04 re´sidus
{
1985-1998
1985-2002
0
0
-1495
-7000
1
2
Tab. 11.9 – Partie de Fourier du de´veloppement polynomial de ψA, suivant la contribution
pe´riodique conside´re´e pour ∆H (unite´s en µas).
Contribution pe´riodique pour le terme en t0 de ψA
µas
cos sin
(1) Re´sidus Annuel -1 -1
(1985-1998) Semi-annuel - 1
(2) Re´sidus 18.6-yr 10 -15
(1985-2002) 9.3-yr - 4
Annuel -1 -1
Semi-annuel - 1
∆H (3) Mare´es 18.6-yr -2 120
contributions solides 9.3-yr - -1
pe´riodiques Annuel 1 -
Semi-annuel - 3
(4) Mare´es Annuel 1 -
oce´aniques Semi-annuel - -
(5) Atmosphe`re Annuel - -
(6) Geod04 18.6-yr 4 105
contributions 9.3-yr - 1
totales Annuel 1 -1
Semi-annuel - 4
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11.6 Discussion et conclusion
Cette e´tude est base´e sur de nouvelles conside´rations, notamment l’utilisation de
donne´es ge´ode´siques du champ de gravite´ variable afin d’e´tudier leur influence sur le
de´veloppement polynomial des angles de pre´cession. Le principal effet est duˆ a` la tendance
se´culaire de J2 qui introduit une acce´le´ration dans le de´veloppement de ψA. Cependant
pour le moment, il est assez difficile de se prononcer sur la valeur de J˙2 a` utiliser, e´tant
donne´ que l’intervalle de donne´es de J2 provenant de la ge´ode´sie spatiale dont on dispose
n’est pas assez long. La tendance se´culaire de J2 que nous avons de´termine´e, base´e sur
une se´rie GRGS de donne´es de C¯20 de 1985 a` 1998, est : J˙2 = −2.5 ± 0.2 × 10−9/cy. La
pre´cision de l’acce´le´ration de pre´cession engendre´e est limite´e a` 1.5 mas/cy2 a` cause de
l’incertitude sur cette valeur de J˙2 (de l’ordre de 0.5× 10−9/cy).
Ensuite, nous pouvons pre´ciser que le principal effet pe´riodique sur le de´veloppement
de ψA est duˆ a` une contribution de ∆H provenant du terme en 18.6 ans des mare´es
solides. Cependant, afin d’obtenir ces se´ries temporelles de C¯20, des hypothe`ses sont faites
quant aux mode`les imple´mente´s dans le logiciel d’ajustement d’orbite et qui permettent
d’exprimer les contributions a` ∆C20 provenant des mare´es solides, oce´aniques ou des
variations de pression atmosphe´riques. Par conse´quent, des erreurs e´tant faites lors de ces
mode´lisations, elles se retrouvent dans les re´sultats et cet effet a` 18.6 ans en est peut-eˆtre
le re´sultat. C’est pourquoi la se´rie totale de ∆C¯20 (residus observe´s + mode`les suppose´s)
constitue une meilleure source afin d’estimer l’effet de ∆H sur ψA. C’est ainsi qu’un
terme en 18.6 ans apparaˆıt dans le de´veloppement polynomial de ψA, d’amplitude 4 µas
et 105 µas en cosinus et sinus, respectivement (voir Table 11.9).
Ces re´sultats doivent eˆtre compare´s au mode`le de nutations de UAI 2000, car les termes
engendre´s par les contributions ∆H dans le de´veloppement de ψA ont les meˆmes pe´riodes
que certaines nutations (∆ψ, ∆ǫ). Il devrait donc y avoir des couplages entre ces termes.
Cependant, ces contributions ∆H provenant en grande partie des mare´es solides, il nous
faudra nous demander si cet effet n’a pas de´ja` e´te´ pris en compte dans MHB 2000, auquel
cas le couplage ne devrait pas eˆtre conside´re´.
Dans le futur, nous pourrons comparer nos donne´es de J2 avec des mode`les et autres
donne´es ge´ophysiques, afin de se faire une ide´e plus pre´cises des diffe´rentes contributions
a` ∆J2 et J˙2. Nous pourrons e´galement proce´der a` une e´tude nume´rique de ce proble`me,
et imple´menter un mode`le de Terre plus re´aliste.
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Chapitre 12
Conclusion de la Troisie`me Partie
Dans cette troisie`me partie, nous avons confronte´ aux observations les relations liant les
variations des coefficients de degre´ 2 (d’ordre 0 et 1) du potentiel gravitationnel terrestre
avec (i) les variations de la longueur du jour, d’une part puis (ii) l’excitation du mouve-
ment du poˆle, d’autre part. Nous avons aussi calcule´ l’influence des variations se´culaires
et pe´riodiques de C20 sur la pre´cession par l’interme´diaire du parame`tre d’ellipticite´ dy-
namique H (Bourda & Capitaine 2004).
L’e´tude sur les variations de la longueur du jour a permis de valider la se´rie de va-
riations temporelles de C20, obtenue par la rede´termination du champ de gravite´ base´e
sur l’e´tude du positionnement des satellites ge´ode´siques Lageos I et Lageos II entre 1985
et 2004 (Biancale & Lemoine 2004). Moyennant la prise en compte des mode`les de va-
riations de pression atmosphe´rique, mare´es oce´aniques et mare´es solides contribuant aux
variations de C20, les variations observe´es de ce coefficient harmonique sphe´rique per-
mettent de calculer les variations de longueur du jour correspondantes (Fig. 9.13 ; sous
l’hypothe`se que la trace du tenseur d’inertie est alors invariante dans le temps pour les
phe´nome`nes conside´re´s). Ces dernie`res sont alors impute´es a` des effets ge´ophysiques in-
duisant des redistributions de masses (amplitude annuelle de 33 µs et semi-annuelle de
26 µs), autres que l’atmosphe`re et les oce´ans, et me´riteraient donc d’eˆtre compare´es a` des
mode`les, comme les mode`les hydrologiques par exemple.
L’e´tude sur l’excitation du mouvement du poˆle, dont la partie matie`re peut eˆtre cal-
cule´e avec les se´ries temporelles des coefficients harmoniques sphe´riques C21 et S21 (Bian-
cale & Lemoine 2004) est tout a` fait pre´liminaire et me´ritera d’eˆtre teste´e plus avant ainsi
qu’approfondie dans le futur.
Nous avons ensuite teste´ l’influence des variations se´culaires et pe´riodiques de C20
(Biancale et al. 2002, source GRIM5) sur le de´veloppement polynomial des angles de
pre´cession de l’e´quateur (ψA et ωA). Ceci fut entrepris par l’interme´diaire de H, directe-
ment relie´ a` C20 et intervenant dans les e´quations de la pre´cession. L’effet principal est
duˆ a` la variation se´culaire de C20 = −J2. Il nous est cependant difficile de de´terminer
sa valeur exacte avec les techniques de ge´ode´sie spatiale : elle peut aise´ment varier de
J2 = −2.5 × 10−9/cy a` −3 × 10−9/cy. Ceci induit une erreur sur le terme en t2 dans
le de´veloppement de l’angle de pre´cession ψA de l’ordre de 1.5 mas/cy
2 (Table 11.6).
Cependant la technique VLBI ne permet pas de mieux discrimer ce terme. Nous avons
de plus mis en e´vidence un terme de pe´riode 18.6 ans de C20 influant de manie`re non
ne´gligeable sur le terme constant de ψA (105 µas en sinus, Table 11.9). C’est principale-
ment une contribution due aux mare´es terrestres solides engendrant des redistributions
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de masses et donc des variations de C20, mais aussi une contribution autre (pas non plus
atmosphe´rique ni oce´anique) provenant de la mode´lisation faite pour les variations de C20,
ou` la cassure vers 1998 de la pente de J2 a e´te´ conside´re´e comme un terme en 18.6 ans.
De manie`re ge´ne´rale, les donne´es de variations temporelles du champ de gravite´ peuvent
apporter des informations sur les contributions ge´ophysiques autres que l’atmosphe`re ou
les oce´ans (effets bien mode´lise´es) sur les variations des EOP. Cependant, elles ne per-
mettent pas de discriminer les diffe´rentes causes possibles. C’est un domaine en plein essor
et l’accumulation des donne´es dans les anne´es a` venir ainsi que l’utilisation des donne´es
des nouvelles missions (GRACE) pourront apporter des e´le´ments supple´mentaires afin de
comple´ter la mode´lisation de la rotation terrestre.
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Conclusions ge´ne´rales et perspectives
Travail re´alise´
Les e´tudes que nous avons effectue´es s’inscrivent dans l’effort de la communaute´ scien-
tifique internationale pour ame´liorer la connaissance de la dynamique globale de la Terre,
en ajoutant ici un nouveau type de donne´es. Elles ont pour finalite´ la possibilite´ de
comple´ter les mode`les de la rotation de la Terre graˆce aux donne´es de variations tem-
porelles du champ de gravite´ (coefficients de Stokes de degre´ 2). Elles ont e´te´ mene´es
dans l’optique future d’utiliser les variations temporelles du champ de gravite´ de manie`re
plus routinie`re, et plus particulie`rement les variations temporelles du champ de gravite´
de´termine´es graˆce aux mesures du satellite GRACE. L’inte´reˆt de ce genre de donne´es
re´side dans le fait qu’elles correspondent a` des redistributions de masses de la Terre glo-
bale (incre´ments des moments d’inertie), dues notamment a` des effets ge´ophysiques autres
que les couches fluides atmosphe´rique et oce´anique. Des progre`s conside´rables ayant e´te´
effectue´s ces dernie`res anne´es dans la mode´lisation des effets de ces couches fluides, graˆce
aux se´ries de moments cine´tiques atmosphe´rique et oce´anique, il est en effet dore´navant
possible de s’inte´resser aux effets re´siduels sur la rotation terrestre. Ces se´ries de moments
cine´tiques des couches fluides sont calcule´es dans les diffe´rents centres de donne´es et mises
a` disposition par le Global Geophysical Fluid Center de l’IERS.
Nos efforts et contributions ont porte´ sur :
– l’e´tude des liens the´oriques entre les variations temporelles du champ de gravite´ de
degre´ 2 et les EOP,
– l’e´tude du cadre nume´rique de traitement des mesures des satellites GRACE (dans le
logiciel GINS du GRGS/CNES), permettant de de´terminer les variations temporelles
du champ de gravite´,
– l’utilisation de certaines de ces donne´es pour la de´termination des variations tempo-
relles des coefficients de degre´ 2 du champ de gravite´ graˆce aux mesures des satellites
artificiels Lageos I et II,
– l’utilisation des donne´es de variations du champ de gravite´ pour e´tudier les variations
correspondantes des EOP.
Liens the´oriques entre EOP et variations du champ de gravite´
terrestre (Partie 1)
Dans la premie`re partie de cette the`se, nous avons de´taille´ les e´quations reliant les
parame`tres d’orientation terrestres aux variations des coefficients harmoniques sphe´riques
du champ de gravite´ de degre´ 2. La nouveaute´ ici re´side dans la de´marche d’utiliser des
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donne´es de variations du champ, afin de comple´ter la mode´lisation de la rotation terrestre.
Nous nous sommes base´s sur les e´quations de Barnes et al. (1983), sous l’hypothe`se que
la trace du tenseur d’inertie reste invariante dans le temps sous les de´formations subies,
afin de de´duire les e´quations (3.19) relatives a` C20 et au LOD, ainsi que les e´quations (3.20)
relatives a` C21, S21 et a` l’excitation du mouvement du poˆle.
Nous avons e´galement e´tabli la me´thodologie pour exploiter au mieux ce que les
donne´es de variations temporelles de C20 peuvent apporter pour l’ame´lioration des mode`les
de pre´cession-nutation. En se basant sur les travaux de Williams (1994) et Capitaine et
al. (2003), ainsi que sur le lien entre l’ellipticite´ dynamique H et le coefficient C20, nous
pourrons introduire les mode`les de variations se´culaires et pe´riodiques de C20 (ajuste´s sur
les donne´es), par l’interme´diaire de ∆H, dans les e´quations de la pre´cession. L’ide´e est
alors d’e´tudier l’influence de ces variations sur les de´veloppements des angles ψA et ωA de
pre´cession, de fac¸on a` ame´liorer le mode`le de pre´cession de l’e´quateur.
Tests nume´riques et orbitographie (Partie 2)
Dans la deuxie`me partie de la the`se, nous avons tout d’abord effectue´ des tests
nume´riques afin de pre´parer au mieux l’utilisation des mesures du satellite GRACE. Ce
dernier permet de de´terminer (graˆce notamment a` la mesure de distance inter-satellite)
les variations temporelles du champ de gravite´, que nous pourrons utiliser pour l’e´tude
sur la rotation de la Terre lorsqu’elles porteront sur une dure´e plus longue.
Pour cela, nous avons teste´ la me´thode de Cowell d’inte´gration nume´rique pour le
calcul d’orbite, ge´ne´ralement utilise´e dans le domaine de l’orbitographie et imple´mente´e
plus particulie`rement dans le logiciel d’orbitographie GINS (GRGS/CNES). L’ide´e e´tait
d’e´valuer si les erreurs nume´riques induites par ce calcul e´taient assez faibles pour ne
pas de´te´riorer l’excellente pre´cision des mesures sur les satellites GRACE (pre´cision de
la mesure inter-satellite de l’ordre de 10 microme`tres). De plus, nous avons compare´
cette me´thode a` celle d’Encke, base´e sur l’inte´gration nume´rique par rapport a` une orbite
analytique moyenne dont le calcul est non couˆteux (orbite analytique moyenne = ellipse
avec pre´cession du noeud). Dans le cadre du traitement des mesures du satellite GRACE,
ceci permettrait d’inte´grer les orbites des deux satellites co-orbitaux (tre`s proches) par
rapport a` une meˆme orbite analytique moyenne, et de gagner ainsi des facteurs en temps
CPU ainsi qu’en pre´cision (distance plus petite a` traiter entre l’orbite vraie et l’orbite
moyenne que la distance orbitale ”classique”). Les tests effectue´s pour chacune des deux
me´thodes ont consiste´ en l’inte´gration sur deux jours d’un arc fictif du satellite GRACE
entre les dates t0 et T , en partant d’un bulletin initial B (i.e. e´le´ments orbitaux du satellite
GRACE au temps t). Le bulletin obtenu au temps T , apre`s inte´gration nume´rique de
l’orbite, est note´ B′. Le but e´tait alors d’effectuer une nouvelle inte´gration en de´marrant
de la date T avec le bulletin B′ et en revenant en arrie`re sur l’orbite du satellite jusqu’a`
l’instant t (pas d’inte´gration ne´gatif) ; le bulletin d’arrive´e est alors note´ B′′. Dans un
cas ide´al, les erreurs de pre´cision e´tant nulles, le bulletin B doit eˆtre identique a` B′′.
Cependant, en pratique ce n’est e´videmment pas le cas et B−B′′ donne l’erreur nume´rique
engendre´e sur un arc classique du satellite GRACE. Nous avons effectue´ ces tests pour
diffe´rents pas d’inte´gration, ainsi que diffe´rents ordres d’inte´gration pour la me´thode de
Cowell.
Ainsi, nous avons montre´ que la me´thode de Cowell donnait des re´sultats satisfaisants,
au regard de la pre´cision nume´rique cherche´e de l’ordre de 1 µm (pour un pas et un ordre
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d’inte´gration bien choisis). Par contre la me´thode d’Encke, suppose´e meilleure, n’a pas
fourni de meilleurs re´sultats.
Ensuite, nous avons pre´sente´ la rede´termination du champ de gravite´ statique et va-
riable (pour le degre´ 2) effectue´e par le GRGS, et base´e sur des donne´es des satellites
Lageos I et II de 1985 a` nos jours (Lemoine et al. 2004). Nous pouvons alors utiliser leurs
se´ries de variations temporelles des coefficients de degre´ deux du champ de gravite´ ainsi
de´termine´es (Biancale & Lemoine 2004).
Cependant, ces se´ries n’ont e´te´ obtenues qu’avec seulement deux satellites. Nous pou-
vions alors nous demander si contraindre leur de´termination par des donne´es de champ
variable issues du satellite GRACE (dont on a seulement deux ans de donne´es pour l’ins-
tant) permettait d’ame´liorer les re´sultats obtenus. Nous avons donc introduit dans cette
de´termination des contraintes sur les variations des coefficients correlle´s a` ceux du degre´
2. Ces contraintes mode´lisaient les variations donne´es par GRACE de manie`re annuelle
et semi-annuelle. Nous avons rede´termine´ alors ainsi les se´ries de variations temporelles
des coefficients de Stokes de degre´ deux. Cependant, nous avons pu constater que ces
contraintes n’ont pas permis d’ame´liorer de manie`re significative les se´ries des coefficients
C20, C21, S21, C22 et S22 du ge´opotentiel.
Etude pratique des implications de variations du champ de gra-
vite´ sur les EOP (Partie 3)
Dans la troisie`me partie de la the`se, nous avons utilise´ les se´ries de variations tempo-
relles des coefficients C20, C21 et S21 du champ de gravite´ pour l’e´tude de la rotation de
la Terre.
Les variations de l’e´cart de la longueur du jour (par rapport a` 86400 s du SI) cor-
respondant a` ∆C20 ont e´te´ calcule´es et elles ne correspondent qu’a` la partie matie`re des
variations totales. Nous avons compare´ ces valeurs calcule´es aux observations corrige´es
des effets (i) des mare´es zonales, (ii) des effets a` long terme duˆs a priori au noyau, et (iii)
des parties mouvement des couches fluides oce´anique et atmosphe´rique, bien mode´lise´s
graˆce aux moments cine´tiques de´livre´s par les divers centres de donne´es. La corre´lation
entre ces deux se´ries e´taient de l’ordre de 0.6 (exactement, 0.58), et les termes annuels et
semi-annuels pre´sents e´taient du meˆme ordre d’amplitude (≃ 35 µs pour le terme annuel
et ≃ 50 µs pour le semi-annuel). Nous avons alors mode´lise´ et retire´ les termes saisonniers
de ces deux se´ries. Les re´sidus obtenus ne de´passaient pas une amplitude d’environ 8 µs
pour le terme annuel provenant des donne´es de ∆C20, ce qui est conside´re´ dans le bruit,
par rapport a` la pre´cision des mesures du ∆(LOD) (par exemple par GPS).
La nouveaute´ re´side surtout dans le fait que les donne´es de ∆C20 observe´ (i.e. ou`
les mode`les de variations dues a` la pression atmosphe´rique, et aux mare´es oce´aniques
et solides ont e´te´ retire´s) correspondent a` des redistributions de masses issues d’effets
ge´ophysiques a priori diffe´rents de l’atmosphe`re et des oce´ans. On peut calculer le ∆(LOD)residus
correspondant. Dans l’avenir, il faudra comparer ces re´sultats a` des mode`les et donne´es
d’hydrologie, par exemple.
De manie`re analogue a` l’e´tude portant sur le C20, nous avons calcule´ l’excitation du
mouvement du poˆle correspondant aux donne´es de C21 et S21 (re´sidus de l’ajustement des
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mesures par rapport aux mode`les ; comme pre´ce´demment nous savons que les variations
dues a` la pression atmosphe´rique ou bien aux mare´es oce´aniques ou solides ne sont pas
contenus dans ces se´ries). Nous l’avons compare´e aux donne´es d’excitation du mouvement
du poˆle issues des composantes xp et yp du CIP (se´ries C04 IERS), a` laquelle nous avons
retire´ les effets de la partie mouvement des couches fluides. Cependant il ne s’agit pour
l’instant que de re´sultats tre`s pre´liminaires ne permettant pas de tirer de conclusions
de´finitives. Nous pourrons notamment utiliser les se´ries C21 et S21 de´termine´es graˆce aux
mesures du satellite GRACE.
Finalement, nous avons introduit une mode´lisation des variations de C20 dans les
e´quations de la pre´cession et obtenu des termes de Fourier nouveaux dans le de´veloppement
de l’angle ψA (Bourda & Capitaine 2004). La mode´lisation originale que nous avons
adopte´e se basait sur la se´rie temporelle de C20 issue du mode`le de champ GRIM5 (Bian-
cale et al. 2002). Elle tenait compte dans un premier temps de la variation se´culaire de
J2, que nous avons estime´e a` : −2.5(±0.2)× 10−9/cy, puis dans un deuxie`me temps, des
termes de pe´riode 18.6 et 9.3 ans, ainsi que des termes annuels et semi-annuels.
L’influence principale des variations de J2 sur la pre´cession est celle de J˙2, influant
sur le terme en t2 de ψA. Cette contribution a e´te´ calcule´e en se basant sur Williams
(1994) et compare´e a` d’autres contributions issues de valeurs diffe´rentes de la variation
se´culaire de J2. Il faut noter qu’une inde´termination de 0.5 × 10−9/cy sur J2 engendrait
une inde´termination de l’ordre de 1.5 mas/cy2 sur l’angle ψA.
Ensuite nous avons calcule´ l’influence de la deuxie`me mode´lisation des variations de
C20 sur les angles de pre´cession. La contribution principale dans ce cas provenait du terme
de pe´riode 18.6 ans de ∆C20 (due principalement aux mare´es terrestres solides et dans
une moindre mesure a` la mode´lisation du changement de pente dans la se´rie de J2 comme
un terme en 18.6 ans). L’effet provoque´ e´tait de l’ordre de 105 µas en sinus sur l’angle ψA.
Dans cette partie, nous n’avons pas utilise´ de donne´es issues des mesures des satellites
CHAMP et GRACE, car (i) soit les champs ainsi de´termine´s sont statiques, soit (ii) ils ne
portent pas sur une dure´e assez longue pour l’instant, afin d’ajuster des termes saisonniers
et a` long terme dans les se´ries des coefficients de Stokes de degre´ deux.
Perspectives et applications
Ce travail permet d’envisager les de´veloppements suivants :
• L’e´tude sur le ∆(LOD) donne des re´sultats encourageants et me´ritera d’eˆtre pour-
suivie. Il sera profitable e´galement de comparer nos re´sultats obtenus avec (i) ceux issus
des mode`les et donne´es d’hydrologie, ainsi qu’avec (ii) d’autres e´tudes du meˆme type ef-
fectue´es de manie`re inde´pendante (en cours par exemple au Goddard Space Flight Center,
USA).
• L’e´tude mene´e sur l’excitation du mouvement du poˆle est pre´liminaire et ne´cessitera
de tester et d’e´tudier plus avant les se´ries de C21 et S21 de´termine´es avec les mesures des
satellites Lageos I et II (notamment les signaux pe´riodiques pre´sents dans les ”re´sidus”
de l’ajustement pour ces se´ries). Il s’agira aussi d’utiliser les coefficients de´termine´s d’une
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autre manie`re graˆce au satellite GRACE.
• L’e´tude portant sur les angles de pre´cession pourra eˆtre pousuivie en conside´rant un
mode`le de Terre plus proche de la re´alite´.
La mode´lisation des effets a` long terme dans les donne´es de C20 me´ritera d’eˆtre teste´e.
Le terme de pe´riode 18.6 ans que nous avons ajuste´ est peut-eˆtre tout simplement un effet
de la mauvaise mode´lisation du terme de mare´e solide a` la meˆme pe´riode. Nous pourrons
aussi comparer l’ajustement, avec seulement 20 ans de donne´es, du terme se´culaire de J2
avec des valeurs provenant des mode`les de rebond-postglaciaire, de convection du manteau
ou encore des effets des glaciers.
La ge´ode´sie spatiale, et plus particulie`rement la de´termination des variations tempo-
relles du champ de gravite´, fournit des donne´es sur les redistributions de masses dues a
priori a` des effets ge´ophysiques autres que l’atmosphe`re et les oce´ans. Ceci est un atout
majeur pour leur contribution a` la mode´lisation de la rotation terrestre.
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Annexe A
Quelques de´finitions pratiques
Poˆle ge´ographique G
Il repre´sente l’intersection du troisie`me axe du repe`re terrestre international (ITRF 2000)
avec la crouˆte terrestre.
Mouvement du poˆle
C’est le mouvement dans la Terre du CIP par rapport a` l’axe des poˆles ge´ographiques
G. Etant donne´e la de´finition du CIP (voir §1.3.1), il correspond en fait a` diffe´rents mou-
vements. En effet, c’est (i) le mouvement du poˆle CIP (pe´riodes supe´rieures a` 2 jours dans
la Terre), (ii) les termes de nutation de l’axe de figure de pe´riode infe´rieure a` 2 jours dans
l’espace et que l’on compte donc dans la Terre, et (iii) les termes diurnes et sub-diurnes
du mouvement du poˆle induits par les mare´es oce´aniques ainsi que par des contributions
atmosphe´riques.
Axe de figure
Sur une pe´riode donne´e, l’axe de figure correspond a` la moyenne conventionnelle de
l’axe principal d’inertie. Il e´quivaut a` un axe de syme´trie pour l’ellipso¨ıde terrestre. Il se
rapporte au poˆle ge´ographique G par la de´rive se´culaire du poˆle.
Axe instantane´ de rotation et vecteur instantane´ de rotation ~ω
Le vecteur instantane´ de rotation ~ω est dirige´ suivant l’axe de rotation terrestre et a
pour norme la vitesse de rotation. Les observations ne nous y donnent pas acce`s directe-
ment. Il intervient the´oriquement dans les e´quations de Liouville et nous sert a` faire des
interpre´tations ge´ophysiques. On l’e´crit ge´ne´ralement sous la forme de ses coordonne´es
dans le repe`re terrestre : (Ω m,Ω (1+m3)) ou` m = m1 + i m2 et Ω est la vitesse de rota-
tion terrestre moyenne. On peut aussi le de´terminer a` partir de la matrice d’orientation
terrestre.
Orientation terrestre
Elle est de´finie comme la rotation du repe`re ce´leste au repe`re terrestre et peut eˆtre
exprime´e par la matrice de rotationM : [CRF ] = M [TRF ]. Cette dernie`re est parame´tre´e
par les 5 EOP (Earth Orientation Parameters).
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International Terrestrial Reference Frame (ITRF)
Repe`re de re´fe´rence terrestre international : Repe`re terrestre de´fini a` partir des coor-
donne´es de stations terrestres. L’axe z correspond au poˆle ge´ographique G et l’axe x est
dirige´ vers le me´ridien de Greenwich. Le centre du repe`re est le centre des masses de la
Terre. Ide´alement, il re´alise la condition de Tisserand, a` savoir que le moment cine´tique
relatif de la crouˆte doit y eˆtre nul.
International Celestial Reference Frame (ICRF)
Repe`re de re´fe´rence ce´leste international : Repe`re ce´leste inertiel (OXYZ) de´fini par
un jeu de coordonne´es carte´siennes d’une centaine de quasars et dont le plan fondamental
(XY) est voisin de celui de l’e´cliptique moyen de l’e´poque J2000, a` quelques dizaines de
mas pre`s.
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Annexe B
Moments et Forces : Rappels
e´le´mentaires de me´canique du solide
• Nous pouvons tout d’abord de´finir le Moment de Force de la force ~F comme :
~L = ~r ∧ ~F
ou` ~r est le vecteur reliant le centre de rotation et le point d’application de la force. Pour
un syste`me continu de forces, le moment de la force est :
~L =
∫
V
~r ∧ ~dF
Alors qu’un couple de force est un ensemble de deux forces de meˆme norme, paralle`les
mais de sens contraire. La notion de couple exte´rieur luni-solaire est par conse´quent abu-
sive et se re´fe`re en fait au moment de force luni-solaire.
• La quantite´ de mouvement ~p (ou impulsion) est de´finie de la manie`re suivante :
~p = m ~v
Ainsi, a` masse constante, la Relation Fondamentale de la Dynamique nous donne :
~˙p =
d~p
dt
= m
d~v
dt
= ~F
• Nous pouvons alors de´finir une quantite´ de rotation qui est en fait le moment du
vecteur quantite´ de mouvement, par :
~H = ~r ∧ ~p = ~r ∧m ~v
que l’on appelle aussi Moment cine´tique (ou traduit lite´ralement : Moment angu-
laire). Et pour un syste`me continu de forces, le moment cine´tique est de´fini par :
~H =
∫
M
~r ∧ ~v dM
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On trouve alors une relation (pour la quantite´ de rotation) appele´e the´ore`me du moment
cine´tique :
~˙H =
d ~H
dt
=
d~r
dt
∧ ~p+ ~r ∧ ~˙p
= ~v ∧ ~p+ ~r ∧ ~F
= ~r ∧ ~F
= ~L
a` condition de ne conside´rer que des forces d’interactions mutuelles centrales.
• Nous pouvons maintenant de´finir la matrice d’inertie I de la Terre dans le repe`re
terretsre (Oxyz), qui refle`te la re´partition interne des masses de ce syste`me :
I =
 I11 I12 I13I12 I22 I23
I13 I23 I33
 (B.1)
Cette matrice est syme´trique. Ses coefficients sont appele´s moments d’inertie et sont
donne´s par :
I11 =
∫
y
∫
z
(y2 + z2) dM I12 = −
∫
x
∫
y
xy dM
I22 =
∫
x
∫
z
(x2 + z2) dM I23 = −
∫
y
∫
z
yz dM (B.2)
I33 =
∫
x
∫
y
(x2 + y2) dM I13 = −
∫
x
∫
z
xz dM
Si le corps en rotation est syme´trique, alors I11 = I22. En ce qui concerne les e´le´ments
transversaux, si le centre de rotation correspond au centre des masses, alors ils sont nuls, si-
non ce sont les produits d’inertie note´s e´galement ∆Iij ou bien encore cij pour i, j = 1, 2, 3.
De manie`re plus ge´ne´rale, on se´pare les parties constantes et variables dans le temps
de la matrice d’inertie et on peut alors e´crire (de deux manie`res diffe´rentes) :
I(t) =
 I11(t) I12(t) I13(t)I12(t) I22(t) I23(t)
I13(t) I23(t) I33(t)
 =
 A 0 00 B 0
0 0 C
 +
 c11(t) c12(t) c13(t)c12(t) c22(t) c23(t)
c13(t) c23(t) c33(t)
 (B.3)
=
 A 0 00 B 0
0 0 C
 +
 ∆I11(t) ∆I12(t) ∆I13(t)∆I12(t) ∆I22(t) ∆I23(t)
∆I13(t) ∆I23(t) ∆I33(t)

ou` (A,B,C) sont les parties constantes des moments principaux d’inertie et ou` les cij (ou
bien ∆Iij) sont les incre´ments d’inertie tels que cij/C (ou bien ∆Iij/C) sont de petites
quantite´s.
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Pour un corps rigide tournant autour d’un point fixe O, les vecteurs vitesse angulaire
~ω etmoment cine´tique ~H sont relie´s par le Tenseur d’Inertie de la manie`re suivante :
~H =
∫
~r ∧ ~v dM
=
∫
~r ∧ (~ω ∧ ~r) dM , car ~v = ~vcirc = ~ω ∧ ~r
= I ~ω (B.4)
Si le syste`me de re´fe´rence utilise´ e´tait celui des axes principaux d’inertie instantane´s
(i.e. si le centre du syste`me de re´fe´rence, i.e. le centre de rotation, correspondait au centre
des masses de la Terre), alors la matrice I serait diagonale. Cependant on exprime la
matrice d’inertie dans le syste`me de re´fe´rence terrestre, qui est le cadre de nos observations.
Par conse´quent, I n’est pas diagonale dans ce syste`me de re´fe´rence.
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Annexe C
Relations cine´matiques d’Euler :
Mouvement de l’axe de rotation
dans l’espace
En re´solvant la premie`re e´quation de Liouville Eq. (1.18), on trouve la solution m
du mouvement e´quatorial de l’axe instantane´ de rotation ~ω dans la Terre. Pour passer
au mouvement dans l’espace, on utilise les relations cine´matiques d’Euler exprime´es
sous forme complexe : {
θ˙ + i ψ˙ sinθ = −Ω m eiφ
φ˙ = ω3 − ψ˙ cosθ (C.1)
ou` (θ, ψ, φ) sont les angles d’Euler entre le repe`re terrestre et le repe`re ce´leste (voir
Fig. (C.1)) lie´ a` l’e´cliptique et l’e´quinoxe moyen a` J2000. La re´solution de ces e´quations
nous donne θ˙, ψ˙ et φ˙, qui par inte´gration nous donnent les angles d’Euler et donc l’orien-
tation du repe`re terrestre dans le repe`re ce´leste.
En effet, on peut exprimer les variations de ces angles, sachant que ψ˙ est compte´ le
long de l’axe Z, φ˙ le long de l’axe z et θ˙ le long de l’axe des e´quinoxes γ0 (Oζ). Alors :
~˙θ = (θ˙ cosφ, −θ˙ sin φ, 0)
~˙ψ = (ψ˙ sin θ sinφ, ψ˙ sin θ cosφ, ψ˙ cos θ) (C.2)
~˙φ = (0, 0, φ˙)
Par conse´quent, en ajoutant membre a` membre les e´quations (C.2), on obtient :
ω1 = ψ˙ sin θ sinφ+ θ˙ cosφ
ω2 = ψ˙ sin θ cosφ− θ˙ sinφ (C.3)
ω3 = ψ˙ cos θ + φ˙
Ainsi, en additionnant la premie`re e´quation et i fois la deuxie`me, on obtient bien les re-
lations cine´matiques d’Euler cite´es plus haut.
On appelle φ l’angle de rotation de la Terre dans l’espace, ψ l’angle de
pre´cession et θ l’angle de nutation.
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Fig. C.1 – Orientation du repe`re terrestre Oxyz dans l’espace (repe`re OXY Z), graˆce aux angles
d’Euler : θ = ωA +∆ω (§1.3.2), ψ est la longitude de l’e´quinoxe et φ est l’angle de rotation de
la Terre compte´ par rapport a` l’e´quinoxe γ0 ; on rappelle que Oζ est la ligne des noeuds.
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Annexe D
De´termination pratique des
parame`tres d’orientation terrestre
La rotation instantane´e de la Terre n’e´tant pas observable directement, on utilise des
parame`tres mesurables pour la caracte´riser.
L’IERS (International Earth rotation and Reference systems Service) calcule une so-
lution combine´e des EOP, par combinaison des re´sultats trouve´s par les diffe´rentes tech-
niques ge´ode´siques : interfe´rome´trie a` tre`s longue base (VLBI), te´le´me´trie laser sur la
Lune ou sur satellite (respectivement LLR ou SLR) et positionnement global de satellites
(GPS).
Nous allons de´tailler comment ces EOP sont de´termine´s a` partir de chacune de ces
techniques ge´ode´siques (voir par exemple, Lambeck 1988 ou Zarrouati 1997).
D.1 Cas satellitaire
On peut de´terminer les parame`tres d’orientation de la Terre a` partir de l’utilisation
de satellites. La quantite´ de base observe´e, lorsqu’on utilise le GPS, DORIS ou le laser,
est le vecteur ~ρ(t) entre la station terrestre et le satellite.
L’e´quation d’observation dans le repe`re inertiel est alors :
~ρ(t) = ~Xs(t− τ)− ~Xp(t) (D.1)
ou` ~Xs est la position ge´ocentrique du satellite et ~Xp celle de la station terrestre. Ces
deux positions sont respectivement fonctions (i) des e´le´ments orbitaux Kα a` l’e´poque
initiale t0, de leurs changements duˆs a` des perturbations sur l’intervalle de temps (t −
t0) et de parame`tres ge´ophysiques Cilm pour le potentiel gravitationnel et βk pour les
autres, puis (ii) des coordonne´es de la station terrestre ~xp(t) dans un repe`re lie´ a` la Terre.
C’est ainsi que les parame`tres d’orientation terrestre −→mp(t), ÛT1(t) et αj(t) apparaissent
(respectivement mouvement du poˆle, angle de rotation et termes de pre´cession-nutation).
Par conse´quent, (D.1) devient :
~ρ(t) = ~ρ [Kα(t), Cilm, βk, ~xp,
−→mp, ÛT1, αj; t] (D.2)
qui est une e´quation non line´aire reliant les quantite´s observe´es et les parame`tres (ge´ophysiques,
etc ...).
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On observe depuis plusieurs stations, bien distribue´es ge´ographiquement et on doit
alors re´soudre un syste`me d’e´quations non line´aires, qu’on line´arise autour d’une so-
lution approche´e, en ge´ne´ral par de´veloppement de Taylor du mode`le utilise´. On s’inte´resse
alors a` dρ = ρobs−ρcalcul l’e´cart entre les observations et le mode`le, que l’on cherche
a` minimiser par moindres carre´s.
D.1.1 LASER
Pour la technique laser sur la Lune ou sur satellite, on mesure la distance Terre-Lune
ou Terre-Satellite par l’interme´diaire du temps aller-retour du rayon laser.
Dans ce cas, l’e´quation d’observation (D.1) dans un syste`me de re´fe´rence e´cliptique
inertiel est la suivante :
~ρ(t) = ~rlune + ~Rlune − ~R⊕
ou` le premier vecteur est la position ge´ocentrique de la Lune, le deuxie`me est la position
se´le´nocentrique du vecteur du re´flecteur sur la Lune et le dernier est le vecteur position
de la station terrestre.
La magnitude de ~ρ(t) qui nous inte´resse est alors fonction des rotations de la Terre
(nutations, mouvement polaire, taux de rotation irre´gulier, mare´es terrestres et tectonique
des plaques), de la Lune (librations) et du mouvement orbital de la Lune autour de la
Terre (e´le´ments orbitaux Kα).
D.1.2 DORIS
L’e´quation d’observation intervenant dans cette me´thode est la suivante :
fr − ft = −fr ρ˙
c
(D.3)
ou` c est la vitesse de la lumie`re, fr la fre´quence de de´placement Doppler et ft la fre´quence
du signal envoye´ par le satellite.
La quantite´ mesure´e, elle, est la variation de phase ∆φ entre le signal rec¸u et un signal
de re´fe´rence (stable) de fre´quence f0, proche de ft. On e´crit :
∆φ+N =
∫ t2
t1
(f0 − fr) dt
= f0 (t2 − t1)−
∫ t2
t1
fr dt
= f0 (t2 − t1)−
∫ t2
t1
ft
(
1 +
ρ˙
c
)−1
dt , d’apre`s l’e´quation (D.3)
≃ f0 (t2 − t1)−
∫ t2
t1
ft
(
1− ρ˙
c
)
dt
= (f0 − ft)(t2 − t1) + (ρ2 − ρ1)ft
c
ou` N est un nombre entier de cycles, puis ρ1 = ρ(t1) et ρ2 = ρ(t2).
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Par conse´quent, on peut e´crire ∆ρ = ρ2 − ρ1 comme :
∆ρ = [∆φ +N − (f0 − ft)(t2 − t1)] c
ft
(D.4)
Remarque : Notons que la me´thode des vitesses radiales est limite´e par le petit nombre
de satellites en orbite.
D.1.3 GPS
La quantite´ mesure´e, ici, est la phase φrij(t) de la fre´quence fti rec¸ue a` la station j
du satellite i au temps t. Elle est compare´e a` la phase φti(t) du signal envoye´, par la
relation suivante :
φrij(t) = φti(t− τij) (D.5)
ou` τij =
ρij
c
est le temps de parcours.
La phase rec¸ue est aussi compare´e a` la phase φoj(t) rec¸ue par l’oscillateur, pour pro-
duire la diffe´rence de phase suivante :
∆φij(t) = φrij(t)− φoj(t) (D.6)
Comme τij est une petite quantite´, on peut faire un de´veloppement de Taylor a` son
voisinage et on a l’expression suivante pour la diffe´rence de phase (D.6) :
∆φij(t) = φrij(t)− φoj(t)
= φti(t− τij)− φoj(t)
= φti(t)− fti(t) ρij
c
− φoj(t) +Nij +O(τij)
ou` Nij est appele´ ”initial phase ambiguity” (ou ”phase bias”).
D.2 VLBI
Dans la technique d’interfe´rome´trie a` tre`s longue base, la quantite´ de base observe´e
est l’e´cart de temps de parcours du rayonnement radio d’une source extragalactique entre
deux radio-te´lescopes terrestres (voir Fig. D.1).
L’e´cart de temps ge´ome´trique τg observe´ est alors :
τg =
~k.~b
c
Mais en re´alite´, le front d’onde arrivant aux radio-te´lescopes est de´vie´ par l’atmosphe`re
terrestre et les masses gravitantes du syste`me solaire, cre´ant une variation de temps
supple´mentaire (∆τphys). Il y a aussi des variations de temps induites par les instruments
(∆τinstru), ne permettant pas la restitution instantane´e du signal : de´faut de synchronisa-
tion d’horloges. On mesure donc en fait le de´lai suivant :
τ = τg +∆τphys +∆τinstru
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Source extragalactique
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b
Front d’ondes d’une radio
g τ
Fig.D.1 – Mesures d’interfe´rome´trie a` tre`s longue base entre deux radio-te´lescopes se´pare´s
par une ligne de base ~b : la diffe´rence de temps de re´ception entre les deux antennes est
c ∆T (i.e. τg).
Graˆce a` l’utilisation de deux fre´quences diffe´rentes, on arrive cependant a` connaˆıtre
le de´faut de temps duˆ a` la perturbation de la couche supe´rieure de l’atmosphe`re (i.e.
l’ionosphe`re). Et le de´faut de temps duˆ a` l’instrument est teste´ lors de l’e´talonnage de
ce dernier. On effectue de plus la transformation du vecteur de base ~b du repe`re ter-
restre (dont on dispose graˆce aux coordonne´es des deux stations radio-te´lescopes dans le
repe`re terrestre) au repe`re ce´leste, par la relation suivante : [~b]CRF = M [~b]TRF , ou` M
est la matrice de rotation de´pendant de (xp, yp, UT1, δψ, δǫ). On obtient alors l’e´quation
suivante :
τ =
[~k]tCRF (M [
~b]TRF )
c
+∆τphys +∆τinstru
ou` les effets relativistes n’ont pas e´te´ indique´s. En conside´rant diffe´rentes mesures es-
pace´es dans le temps (par exemple sur un jour), on obtient un syste`me d’e´quations
non line´aire par rapport aux inconnues que sont les 5 EOP (mais e´galement par rapport
a` d’autres parame`tres).
On a alors le syste`me d’e´quations non line´aire suivant :
τ1 = f1(xp, yp, UT1, δψ, δǫ, ...)
τ2 = f2(xp, yp, UT1, δψ, δǫ, ...)
...
τn = fn(xp, yp, UT1, δψ, δǫ, ...)
On le line´arise par un de´veloppement de Taylor autour d’un ”point” connu (x0p, y
0
p, UT10−
UTC, δψ0, δǫ0, ...). Ce dernier est de´termine´ a` partir du mode`le de pre´cession-nutation en
conside´rant la rotation uniforme, auquel on ajoute e´ventuellement une pre´diction ou une
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se´rie d’EOP tire´e d’autres observation :
τi = fi(x
0
p, y
0
p, ...) +
∂fi
∂xp
∆xp +
∂fi
∂yp
∆yp + . . .
ou` ∆xp = xp − x0p, ∆yp = yp − y0p (etc ...).
On peut ainsi e´crire le syste`me d’e´quations line´arise´ sous forme matricielle :
τ1
τ2
...
τn
−

f1
f2
...
fn
 (x0p, y0p, UT10 − UTC, δψ0, δǫ0, ...) = A

∆xp
∆yp
∆UT1
∆δψ
∆δǫ
 + ~V
⇔ ~τ − ~f(x0p, y0p, ...) = A ~∆+ ~V
ou` ~τ est le vecteur des observations, ~f celui du mode`le, alors que A est la matrice des
de´rive´es partielles du mode`le par rapport aux parame`tres a` ajuster, ~∆ est le vecteur des
e´carts de parame`tres a` ajuster, et ~V est le vecteur des re´sidus.
Pour re´soudre ce syste`me d’e´quations line´arise´, on utilise la me´thode des moindres
carre´s, qui consiste a` minimiser l’e´cart quadratique entre les observations et le mode`le.
On peut de´montrer que la solution au sens des moindres carre´s d’un tel proble`me s’e´crit
(voir §2.3.2) :
~∆ = (A
t
A)−1 A
t
(
~τ − ~f 0
)
ou` ~τ est le vecteur des observations et ~f 0 = ~f(x0p, y
0
p, ...).
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Annexe E
Premiers termes du potentiel
gravitationnel terrestre
Re´fe´rons nous au §2.2 et a` partir de l’e´quation (2.15), calculons les premiers coefficients
du potentiel gravitationnel terrestre U . Pour calculer U1, on prend l’origine de notre repe`re
au centre de gravite´ terrestre. On note M la masse de la Terre, Re le rayon e´quatorial
terrestre moyen et J2 =
C − A
M Re
2 l’aplatissement terrestre, ou` :
A =
∫∫∫
V
(
Y 2 + Z2
)
dM (E.1)
B =
∫∫∫
V
(
X2 + Z2
)
dM (E.2)
C =
∫∫∫
V
(
X2 + Y 2
)
dM (E.3)
I =
∫∫∫
V
ρ2 dM =
A+B + C
2
(E.4)
Rappelons que (x,y,z) sont les coordonne´es du satellite (de rayon vecteur ~r) dans le repe`re
terrestre et (X,Y,Z) les coordonne´es de l’e´le´ment de masse terrestre dM (de rayon vecteur
ρ) dans ce meˆme repe`re. On peut alors e´crire :
U0 =
G
r
∫∫∫
V
dM (E.5)
=
G M
r
U1 =
G
r
∫∫∫
V
ρ
r
cos θ dM (E.6)
=
G
r3
∫∫∫
V
(xX + yY + zZ) dM , car cos θ =
xX + yY + zZ
r ρ
=
G
r3
(
x
∫∫∫
V
X dM + y
∫∫∫
V
Y dM + z
∫∫∫
V
Z dM
)
= 0
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Pour le coefficient U2, on conside`re une syme´trie de re´volution avec comme axes les
axes principaux d’inertie. Dans ce cas, on a :
∫
XY dM =
∫
XZ dM =
∫
Y Z dM = 0.
Par conse´quent, on peut e´crire :
U2 =
G
r
∫∫∫
V
(ρ
r
)2(3
2
cos2 θ − 1
2
)
dM (E.7)
=
G
r3
∫∫∫
V
(
3 (xX + yY + zZ)2
2 r2
− 1
2
ρ2
)
dM , car ρ2 = X2 + Y 2 + Z2
=
G
r3
((
3x2
2r2
− 1
2
)∫∫∫
V
X2 dM +
(
3y2
2r2
− 1
2
)∫∫∫
V
Y 2 dM +
(
3z2
2r2
− 1
2
)∫∫∫
V
Z2 dM
)
=
G
r3
((
3x2
2r2
− 1
2
)
(I − A) +
(
3y2
2r2
− 1
2
)
(I − B) +
(
3z2
2r2
− 1
2
)
(I − C)
)
=
G
r3
(
1
2
(A+B + C)− 3
2r2
(Ax2 +By2 + Cz2)
)
=
G
r3
(
1
2
(A+B + C)− 3
2r2
(A r2 cos2 φ cos2 λ+B r2 cos2 φ sin2 λ+ C r2 sin2 φ)
)
=
G
r3
((
C − A+B
2
)(
1
2
− 3
2
sin2 φ
)
− 3
4
(A− B) cos2 φ cos 2λ
)
=
G
r3
(C − A)
(
1
2
− 3
2
sin2 φ
)
, car pour une syme´trie de re´volution A = B
= −G M
r
(
R0
r
)2
J2 P2(sin φ)
Les premiers coefficients de Stokes du potentiel gravitationnel terrestre sont les sui-
vants :
C00 = 1
Si0 = 0 , pour i=0,1,...,n
C10 =
1
M Re
∫
M
z dM = 0 , si l’origine est au centre des masses de la Terre
C11 =
1
M Re
∫
M
x dM = 0 , idem
S11 =
1
M Re
∫
M
y dM = 0 , idem
Ceci nous donne notamment les composantes du centre de gravite´ G terrestre :
xG = Re C11
yG = Re S11 (E.8)
zG = Re C10
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Annexe F
Ele´ments orbitaux d’un satellite
P
ω
Ligne des noeuds
ν
O
z
x
y
Equateur
N
iΩ
S
Orbite satellite
Fig. F.1 – Elements orbitaux d’un satellite S orbitant autour de la Terre (P est le pe´rige´e
de l’orbite et N est le noeud ascendant de l’orbite).
a : Demi-grand axe de l’orbite
e : Excentricite´ de l’orbite
i : Inclinaison de l’orbite
ω : Argument de latitude du pe´rige´e P
Ω : Longitude du noeud ascendant
ν : Anomalie vraie
M : Anomalie moyenne (M = n(t− τ), ou` τ est l’instant de passage au pe´rige´e)
E : Anomalie excentrique (Equation de Ke´pler : M = E − e sinE)
T : Pe´riode de l’orbite du satellite
n : Moyen mouvement du satellite (n = 2 π
T
)
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aae
y
x
a(1−e)
O
b
PP’
         Cercle Apsidal C
F
S
S’
r
ν
Η
a
E
  Ellipse 
apogée périgée
Fig. F.2 – Mouvement ke´ple´rien du satellite S sur son orbite elliptique : F est le foyer de
l’ellipse et O est le centre du cercle apsidal. Notons que : b = a
√
1− e2.
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Annexe G
Liens entre inertie et coefficients du
potentiel de gravite´ terrestre
La matrice d’inertie terrestre, exprime´e par rapport au repe`re terrestre (Oxyz) peut
eˆtre de´finie de la manie`re suivante (voir Annexe B) :
I =
 I11 I12 I13I12 I22 I23
I13 I23 I33
 =
 A+ c11 c12 c13c12 B + c22 c23
c13 c23 C + c33
 (G.1)
ou` (A,B,C) sont les moments principaux d’inertie moyens, constants dans le temps. Les
incre´ments d’inertie cij pour i, j = 1, 2, 3 proviennent a` la fois des redistributions de
masses (partie variable) et du de´salignement des axes du repe`re terrestre avec les axes
principaux d’inertie. Pour un corps assimile´ a` un ellipso¨ıde de re´volution, on conside`re
que : A = B. Chacun des coefficients d’inertie est de´fini de la manie`re suivante :
I11 =
∫
(y2 + z2) dM I12 = −
∫
xy dM
I22 =
∫
(x2 + z2) dM I23 = −
∫
yz dM (G.2)
I33 =
∫
(x2 + y2) dM I13 = −
∫
xz dM
Les coefficients de Stokes de degre´ deux peuvent alors eˆtre de´finis de la manie`re suivante
(voir §2.4, Eq. (G.2) et Fig. G.1) :
C20 =
1
2 MRe
2
∫
r2 (3 sin2 φ− 1) dM
=
1
2 MRe
2
∫ (
3(r sinφ)2 − r2) dM
=
1
2 MRe
2
∫ (
3z2 − r2) dM
=
1
2 MRe
2
∫ (
2z2 − x2 − y2) dM
=
1
2 MRe
2 [−I33 + (I11 + I22 − I33)]
=
1
MRe
2
[
−I33 + I11 + I22
2
]
(G.3)
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De plus :
C21 =
1
MRe
2
∫
r2 sinφ cos φ cos λ dM S21 =
1
MRe
2
∫
r2 sin φ cos φ sin λ dM
=
1
MRe
2
∫
(r cosφ cosλ)(r sinφ) dM =
1
MRe
2
∫
(r cosφ sinλ)(r sinφ) dM
=
1
MRe
2
∫
xz dM =
1
MRe
2
∫
yz dM
= − I13
MRe
2 (a) = −
I23
MRe
2 (b) (G.3 bis)
Et enfin :
C22 =
1
4 MRe
2
∫
r2 cos2 φ cos(2λ) dM
=
1
4 MRe
2
∫
(r cosφ)2 (cos2 λ− sin2 λ) dM
=
1
4 MRe
2
∫ [
(r cos φ cos λ)2 − (r cos φ sin λ)2]
=
1
4 MRe
2
∫
(x2 − y2) dM
=
I22 − I11
4 MRe
2 (G.4)
S22 =
1
4 MRe
2
∫
r2 cos2 φ sin(2λ) dM
=
1
4 MRe
2
∫
(r cosφ)2 (2 sinλ cosλ) dM
=
1
2 MRe
2
∫
(r cosφ cosλ)(r cosφ sinλ) dM
=
1
2 MRe
2
∫
xy dM
= − I12
2 MRe
2 (G.5)
Nous pouvons e´galement e´crire les coefficients de la matrice d’inertie en fonction des
coefficients harmoniques sphe´riques de degre´ 2 du potentiel gravitationnel terrestre :
I12 = −2 M Re2 S22 (voir Eq. (G.5)) (G.6)
= −
√
5
3
M Re
2 S¯22 (voir Table 2.2)
I13 = −M Re2 C21 (voir Eq. (G.3 bis (a))) (G.7)
= −
√
5
3
M Re
2 C¯21 (voir Table 2.2)
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rz
λ
φ
S
x
yO
Fig. G.1 – Coordonne´es sphe´riques du point S dans le repe`re (x,y,z). Ses coordonne´es
polaires sont alors : x = r cosφ cosλ, y = r cos φ sinλ, z = r sinφ, et donc r2 = x2+y2+z2.
I23 = −M Re2 S21 (voir Eq. (G.3 bis (b))) (G.8)
= −
√
5
3
M Re
2 S¯21 (voir Table 2.2)
De plus, on a :
I22 − I11 = 4 M Re2 C22 (1) voir Eq.(G.4)
I33 − I11 + I22
2
= −M Re2 C20 (2) voir Eq.(G.3)
I11 + I22 + I33 = Tr(I) (3)
Par conse´quent, ce syste`me d’e´quations e´quivaut a` :
I11 = I22 − 4 M Re2 C22 (1)
I33 = I22 − 2 M Re2 C22 −M Re2 C20 (2)
2 I22 − 4 M Re2 C22 + I22 − 2 M Re2 C22 −M Re2 C20 = Tr(I) (3)
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Ainsi, on obtient :
I11 =
1
3
Tr(I)− 2 M Re2 C22 + 1
3
M Re
2 C20 (1)
=
1
3
Tr(I)−
√
5
3
M Re
2 C¯22 +
√
5
3
M Re
2 C¯20
I22 =
1
3
Tr(I) + 2 M Re
2 C22 +
1
3
M Re
2 C20 (3)
=
1
3
Tr(I) +
√
5
3
M Re
2 C¯22 +
√
5
3
M Re
2 C¯20
I33 =
1
3
Tr(I)− 2
3
M Re
2 C20 (2)
=
1
3
Tr(I)− 2
3
√
5 M Re
2 C¯20
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Annexe H
Ellipticite´ dynamique
Il faut bien diffe´rentier les deux notions assez proches, mais bien distinctes, suivantes :
(i) l’ellipticite´ ge´ome´trique, et (ii) l’ellipticite´ dynamique, que l’on notera respectivement
ǫ et H. L’ellipticite´ ge´ome´trique terrestre ǫ est de´finie en fonction des rayons e´quatorial et
polaire de la Terre (note´s respectivement Re et Rp). Quant a` l’ellipticite´ dynamique, elle
fait appel aux moments principaux d’inertie de la Terre. Ces deux quantite´s s’e´crivent de
la manie`re suivante :
ǫ =
Re − Rp
Re
(H.1)
H =
C − (A +B)/2
C
(H.2)
ou` A et B sont les moments principaux d’inertie e´quatoriaux, et C le moment principal
d’inertie polaire de la Terre (voir Annexe B).
Notons que les ge´ophysiciens adoptent une autre de´finition de l’ellipticite´ dynamique,
note´e e, et donne´e par :
e =
C − (A +B)/2
(A+B)/2
(H.3)
Cette dernie`re peut alors eˆtre relie´e a` H comme suit :
H =
e
1 + e
(H.4)
L’expression (H.2) de H peut s’e´crire en fonction du coefficient J2 de degre´ 2 et d’ordre
0 du potentiel de gravite´ terrestre de´fini par Eq. (G.3) :
J2 = −C20 = −
√
5 C¯20 voir Eq. (2.5) et Table 2.2 (H.5)
H =
(
C − A+B
2
)
/C =
M Re
2
C
J2 (H.6)
ou` M est la masse de la Terre et Re son rayon e´quatorial.
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Annexe I
Me´thode d’inte´gration nume´rique
d’Encke dans le logiciel GINS
Incre´mentation de l’orbite moyenne pour la me´thode d’Encke
Graˆce a` la subroutine ”encke.f90” dans le logiciel d’orbitographie GINS du GRGS/CNES,
on transforme les e´le´ments ke´ple´riens initiaux (a˜0, e˜0, i˜0, Ω˜0, ω˜0, M˜0) de l’orbite analytique
de re´fe´rence, en e´le´ments rectangulaires (x˜, y˜, z˜, ˙˜x, ˙˜y, ˙˜z) relatifs a` la Terre a` l’instant t.
Tout d’abord, ces e´le´ments orbitaux initiaux (i.e. a` l’instant t0) sont propage´s le long
de l’orbite de re´fe´rence (i.e. a` chaque instant t), de la manie`re suivante :
dt = t− t0
a˜ = a˜0
e˜ = e˜0
i˜ = i˜0
Ω˜ = Ω˜0 +
˙˜Ω0 dt
ω˜ = ω˜0 + ˙˜ω0 dt
M˜ = M˜0 + n¯ dt
(I.1)
Ensuite, pour transformer ces e´le´ments (a˜, e˜, i˜, Ω˜, ω˜, M˜) de l’orbite analytique de re´fe´rence
a` l’instant t, en e´le´ments rectangulaires, on applique les e´quations suivantes :
E˜ = M˜ + e˜ E˜
r˜ = a˜ (1− e˜ cos E˜)
X˜ = a˜ (cos E˜ − e˜)
Y˜ = a˜
√
1− e˜2 sin E˜
˙˜X = −a˜ sin E˜ n
1− e˜ cos E˜
˙˜Y = a˜
√
1− e˜2 cos E˜ n
1− e˜ cos E˜
(I.2)
Par la matriceM de changement de base (passage du repe`re orbital au repe`re terrestre),
on obtient ensuite les e´le´ments rectangulaires de l’orbite de re´fe´rence, relativement a` la
Terre. Ainsi, si on e´crit :
M =
 Px Qx WxPy Qy Wy
Pz Qz Wz
 (I.3)
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avec : 
Px = cos Ω˜ cos ω˜ − sin Ω˜ cos i˜ sin ω˜
Py = sin Ω˜ cos ω˜ + cos Ω˜ cos i˜ sin ω˜
Pz = sin i˜ sin ω˜
(I.4)

Qx = − cos Ω˜ sin ω˜ − sin Ω˜ cos i˜ cos ω˜
Qy = − sin Ω˜ sin ω˜ + cos Ω˜ cos i˜ cos ω˜
Qz = sin i˜ cos ω˜
(I.5)
On peut alors obtenir : 
x˜ = Px X˜ +Qx Y˜
y˜ = Py X˜ +Qy Y˜
z˜ = Pz X˜ +Qz Y˜
˙˜x = Px
˙˜X +Qx
˙˜Y + P˙x X˜ + Q˙x Y˜
˙˜y = Py
˙˜X +Qy
˙˜Y + P˙y X˜ + Q˙y Y˜
˙˜z = Pz
˙˜X +Qz
˙˜Y + P˙z X˜ + Q˙z Y˜
(I.6)
avec : 
P˙x = − ˙˜Ω Py + ˙˜ω Qx
P˙y =
˙˜Ω Px + ˙˜ω Qy
P˙z = ˙˜ω Qz
(I.7)

Q˙x = − ˙˜Ω Qy − ˙˜ω Px
Q˙y =
˙˜Ω Qx − ˙˜ω Py
Q˙z = − ˙˜ω Pz
(I.8)
Calcul de la diffe´rence entre l’orbite vraie et l’orbite de re´fe´rence, a` chaque
instant t
On calcule le bulletin de l’orbite analytique de re´fe´rence pour l’instant initial t0 (avec
la me´thode d’Aksnes cite´e au §6.4), puis on propage cette orbite graˆce aux e´quations
(I.1). On s’inte´resse au vecteur diffe´rence ~r − ~˜r entre orbite vraie et orbite de re´fe´rence
(qui n’est en fait qu’une ellipse en pre´cession). Graˆce aux e´quations (6.43) on inte`gre ce
vecteur diffe´rence, par une inte´gration nume´rique de Cowell (voir Fig. I.1). Au final, on
peut restituer l’orbite vraie sur la base de la connaissance de l’orbite de re´fe´rence et de la
diffe´rence calcule´e.
Cette inte´gration nume´rique est diffe´rente de la me´thode classique de Cowell par la
conside´ration du vecteur ~r−~˜r, vecteur diffe´rence entre l’orbite vraie et l’orbite de re´fe´rence.
Ceci entraˆıne aussi un changement dans les seconds membres des e´quations du mouvement,
comme nous l’avons vu dans l’e´quation (6.34) :
– le vecteur ~ρref , acce´le´ration comple´mentaire pour l’orbite analytique de re´fe´rence,
est calcule´ dans la subroutine ”encke.f90”,
– les forces ∆~F pour l’orbite vraie sont calcule´es dans la subroutine ”seconm.f90”,
– la partie ~D de ce second membre est calcule´e dans la subroutine ”rencke.f90” appele´e
dans la subroutine ”seconm.f90”.
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Fig. I.1 – Me´thode d’Encke : on s’inte´resse a` ~r − ~˜r, que l’on propage par inte´gration
nume´rique de Cowell.
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Fig. I.2 – Arborescence pour l’integration nume´rique avec la me´thode d’encke pour le
calcul d’orbite dans le logiciel GINS (les noms des subroutines et programmes sont e´crits
ici sans l’extension ”.f90”).
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Annexe J
Abbre´viations
AAM Atmospheric Angular Momentum
BDL Bureau des longitudes
BGI Bureau Gravime´trique International
BIPM Bureau International des Poids et Mesures
CEP Celestial Ephemeris Pole (Poˆle ce´leste des e´phe´me´rides)
CERGA Centre d’Etudes et de Recherches Ge´odynamiques et Astronomiques
CIP Celestial Intermediate Pole (Poˆle ce´leste interme´diaire)
CNES Centre National d’Etudes Spatiales
CRF Celestial Reference Frame
CRS Celestial Reference System
DORIS De´termination d’orbites et de Radiopositionnement Inte´gre´s par Satellite
EOP Earth Orientation Parameters
ECMWF European Center for Meteorological Weather Forecast
ESA Europen Space Agency
FCN Free Core Nutation
FICN Free Inner Core Nutation
GFZ GeoForschungsZentrum
GST Greenwich sideral time
GMST Greenwich Mean sideral time
GPS Global Positioning System
GRGS Groupe de Recherche de Ge´ode´sie Spatiale
GSFC Goddard Space Flight Center
IAG International Association of Geodesy
IAU/UAI International Astronomical Union
ICRF International Celestial Reference Frame
ICRS International Celestial Reference System
IDS International DORIS Service
IERS International Earth Rotation ans Reference Systems Service
IGS International GPS Service
ILRS International Laser Ranging Service
IMCCE Institut de Me´canique Ce´leste et de Calcul des Ephe´me´rides
ITRF International Terrestrial Reference Frame
ITRS International Terrestrial Reference System
IVS International VLBI Service
IUGG/UGGI International Union of Geodesy and Geophysics
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JPL Jet Propulsion Laboratory
LAGEOS LAser GEOdynamics Satellite
LLR Lunar Laser Ranging
mas milliarcsecond (milliseconde de degre´ : 0.001”)
µas microarcsecond (microseconde de degre´ : 10−6”)
mjd/MJD Modified Julian Day
ms milliseconde de temps
NASA National Aeronautics and Space Administration
NRO Non Rotationg Origin
OCA Observatoire de la Coˆte d’Azur
PREM Preliminary Reference Earth Model
SLR Satellite Laser Ranging
TAI Temps Atomique International
TRF Terrestrial Reference Frame
TRS Terrestrial Reference System
UAI Union Astronomique International
USNO US Naval Observatory
UTC Universal Time Coordinated
VLBI Very Long Baseline Interferometry
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